DODATEK NR 1. ALGEBRA MACIERZY

W dodatku tym podamy najwazniejsze definicje rachunku macierzowego i oméwimy
niektore funkcje 1 transformacje macierzy najbardziej przydatne w zastosowaniach

numerycznych, a w szczegolnosci w metodzie elementéw skonczonych.

D1.1. DEFINICJE

+ Skalar - jest wielko$cia okreslong tylko przez swoja warto$¢, ktora moze wyrazaé si¢
liczbg rzeczywistg. Typowymi przyktadami wielkosci skalarnych sg: masa, temperatura,
czas, dtugos$¢ itp. Skalary bedziemy oznaczaé literami, pisanymi czcionkg pochyta.

+ Wektor - jest wielkoscig okreslong przez swdj modut oraz kierunek i zwrot. Przyktadami
wielko$ci wektorowych sa: sila, przemieszczenie, predkos¢, obrot. Wektory bedziemy
oznaczali malymi literami, pisanymi czcionkg prosta, pogrubiona.

+ Macierz - jest tablica zawierajacg najczesciej skalary, ale moze tez zawiera¢ wektory lub
inne macierze. Elementy macierzy nazywamy jej skladowymi. Jest to bardzo wygodna
forma prezentacji duzej ilosci jednolitych danych, z ktérymi mamy do czynienia w
metodach numerycznych. Przyktadowy zapis macierzy, ktorymi postugujemy si¢ w tej

ksigzce wyglada nastgpujaco:

All A12 oo Aln
Ay Ay . Ay,
A:[Aij]: dorEe
Aml Am2 Amn

Macierze kwadratowe (maja rowng liczbe kolumn i wierszy) i prostokatne (maja rézng
liczbe kolumn 1 wierszy) oznacza¢ bedziemy duzymi literami, pisanymi czcionka prostg i
pogrubiong.

+ Macierz kolumnowa - nazywac ja bedziemy tez wektorem, zawiera tylko jedna kolumne

sktadowych. Oznacza¢ ja bedziemy tak jak wektory.

+ Macierz jednostkowa - jest macierzg kwadratowa, ktorej sktadowe sg rowne zeru, poza

tymi, ktore leza na gtownej przekatnej (elementy diagonalne). Elementy diagonalne roéwne
s jednosci. Macierz jednostkowa oznaczymy duzg literg I oraz w niektorych przypadkach

indeksem wskazujacym rozmiary tej macierzy:
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100 0
0100
L=lo 01 0
000 1

Sktadowe macierzy jednostkowej mozna zapisa¢ przy pomocy delty Kroneckera I = [SU] ,
gdzie 8, =1,8,=0,gdy i# /.

Macierz tréjkatna - jest macierza zawierajacg sktadowe zerowe ponad gltoéwna przekatng

(L-macierz trojkatna dolna) lub ponizej (U-macierz trojkatna gorna)

L, 0 0 0

L=[Ll.].]= Ly Ly 0 0

U= [U ] _ 0 Uzz U23 U24
v 0 0 U 33 U34
0 0 0 Uy,

Macierz pasmowa - jest macierza zawierajacg rozne od zera sktadowe tylko w poblizu

gléwnej przekatnej

Apasme | \__szérokosé

pasr‘na,... \

p - szeroko$¢ potpasma
W metodzie elementow skonczonych, po odpowiednim przegrupowaniu roéwnan
réwnowagi, macierzami pasmowymi s3 macierze sztywnosci.

Macierz symetryczna - jest macierzg o sktadowych spetniajacych rownanie
Agm = [Aii] = [A.ii]

W metodzie elementoéw skonczonych macierzami symetrycznymi sg macierze sztywnosci.

Macierz transponowana - jest macierza, w ktdérej przegrupowano skltadowe tak, ze

kolumny staty si¢ wierszami:
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B=AT > [B,]=]4,].
Transpozycje macierzy oznacza¢ bedziemy duza, prostg literg T, pisang jako indeks gorny.

+ Gloéwna przekatna macierzy jest ta przekatna, ktéra przebiega od sktadowej A;; przez

pozostate sktadowe o rownych indeksach wiersza i kolumny, tzn. Az, ... 4;; ... Ay

.411 Al2 Aln

A _ n
B oldowna przekatna

A.nl A;qz AnnJ

D1.2. DODAWANIE I ODEJMOWANIE MACIERZY

Operacj¢ dodawania macierzy definiujemy nast¢pujaco:

C=A+B—>C(C;=4;+B;,

czyli sktadowe macierzy C, ktéra jest wynikiem dodawania macierzy A oraz macierzy B sa
sumami odpowiednich sktadowych A oraz B. Dodawanie macierzy mozliwe jest tylko wtedy,
gdy oba sktadniki (A i1 B) maja jednakowa liczbe wierszy i kolumn. Dodawanie jest operacja
przemienna:

C=A+B=B+A.

Analogicznie definiujemy odejmowanie macierzy:

D=A-B—>D;=4;-B;.

Przyktad nr 1.
1 38 2 0210
A=|2 4 1 -2, B=|3 2 5 1},
-1 0 3 4 0213

(1+0) (3+2) (8+1) (2+0) 1 5 9 2
C=A+B=| (2+3) (4+2) (1+5 (-2+1|=|5 6 6 -1{,

(=1+0) (0+2) (3+1) (4+3)] |[-1 2 4 7

(1-0) (3-2) (8-1) (2-0 ] [1 1 7 2
D=A-B=|(2-3) (4-2) (1-5 (-2-1(=|-1 2 -4 -3|.

(-1-0) (0-2) (3-1) (4-3) -1 -2 2 1
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D1.3. MNOZENIE MACIERZY PRZEZ SKALAR (SKALOWANIE MACIERZY)

Skalowaniem macierzy nazywamy operacj¢ na jej sktadowych zdefiniowana
nastepujaco:
E=0A > F j= OLAij R

czyli sktadowe macierzy E, ktore powstaja w wyniku pomnozenia macierzy A przez skalar a

sg iloczynami sktadowych macierzy A i liczby a.

Przyktad nr 2.
1 3 8 2
A=12 4 1 -2, o=3.5,
-1 0 3 4

35 105 280 7.0
E=35A= 70 140 35 -70].
-35 00 105 14.0

Powstata w wyniku skalowania macierz E ma oczywiscie takg samg liczb¢ wierszy 1 kolumn

jak macierz A.

D1.4. MNOZENIE MACIERZY

Niech C bedzie wynikiem mnozenia macierzy A i B:
C=AxB,
wtedy skladowe macierzy C powstaja jako wynik mnozenia wierszy macierzy A przez

kolumny macierzy B, co zapisa¢ mozna nastgpujaco:

Cij = ;AikBkj >

gdzie n - iloscig kolumn macierzy A. Jak wida¢ mnozenie macierzy A i B tylko wtedy jest
wykonywalne, gdy ilo$¢ kolumn macierzy A jest taka sama jak ilo$¢ wierszy macierzy B.
Macierz C, ktéra powstaje w wyniku mnozenia ma ilos¢ wierszy réwng ilosci wierszy

macierzy A a liczb¢ kolumn réwna liczbie kolumn macierzy B.
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By, By, By, By,
B, By B,;, By,
B, By B, B,,
|
C=AxB= 14, 4, Ay,
Ay Ay 4,
Ay A A > Cj
Przyktad nr 3.
1 3 8 2 0210
A=]2 4 1 -2], B=|3 2 5 1],
-1 0 3 4 021 3
C=AB’"
0 3 0
2 2 2
1 5 1
ABT = 0 i S
1738 2| 10F328192:0= | 1-3+3:2+8:5121= | 1-0+3-2+8142:3=
=14 =51 -0
2 451 2| 2004424112 :0=  2:3+4-2+1-5-2:1= 2044041 1-23=
00 3 4 |10H0243 1440 1340243544 1= 1-0+0-243-1+4-3=
o =3 =16 =15
14 51 20
C=9 17 3
3 16 15
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Przyklad nr 4.

Ciekawy wynik daje mnozenie macierzy wierszowej przez macierz kolumnowa:

1 3
2 b 2
a= 3 B - 1 b
4 -2
c=aT-b,
3

c=[1 2 3 4] ? =(1-3+2-2+3-1+4-(=2)) =2,
-2
Wynikiem jest macierz ¢ o wymiarach 1x1 czyli skalar.
Mnozenie wektorow a’ - b nazywa si¢ wigc mnozeniem skalarnym.
Mnozenie macierzy nie jest na ogot operacja przemienng, tzn. A B # B A, nawet,

gdy uda si¢ je wykona¢ (mozliwe jest to dla macierzy kwadratowych).

Podamy jeszcze niektore warte zapamigtania definicje, dotyczace mnozenia

macierzy:
(AB)C=A(BCO),
A(B+C)=AB+AC,
AI=TA=A,

(AB)" =BT A".

D1.5. WYZNACZNIK MACIERZY
Wyznacznik jest skalarng funkcja macierzy kwadratowej, ktora zapisujemy
nastepujaco:

det A = |4,] .

)

Obliczenie wartosci wyznacznika polega na sumowaniu iloczynéw utworzonych ze

wszystkich permutacji sktadowych macierzy A:
detA =D (-1)" 4y, . Ay, , Ay, ... 4
P

na, °

gdzie p oznacza wszystkie permutacje, /, - ilo$¢ inwersji w permutacjach.
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Warto$¢ wyznacznika obliczy¢ tez mozna stosujac tzw. rozwinigcie Laplace’a

wzgledem wyrazow dowolnego wiersza lub kolumny:

n
detA = Z A, Ami - rozwinigcie wierszam (1< m < n)
k=1

lub

detA = Z Akmzkm - rozwinigcie kolumny m (1<m <n).
k=1

A;; oznacza tu dopetnienie algebraiczne elementu 4; macierzy:

g ="

N

Az,

i

gdzie ‘A;‘ jest minorem macierzy A" = [A;] czyli wyznacznikiem macierzy powstalej przez

usunigcie z macierzy A wiersza i oraz kolumny ;.
Rozwinigcie Laplace’a nalezy prowadzi¢ tak diugo, az otrzymamy macierze 2x2,

ktorych wyznaczniki mozna obliczy¢ bezposrednio:

R L
Ay Ay 114 — A Ay
Znany jest tez sposob (reguta Sarrusa) obliczenia wyznacznikow 3x3:
Bll B12 Bl3
detB=|B,, B,, By|=
By, By B

= BBy Byy + By B3y Byy + By By, Byy = By Byy Byy — By By, Byz — By By Bys.
Nie nalezy go jednak stosowa¢ dla macierzy o wigkszej ilosci wierszy 1 kolumn.
Warto tez zapamietaé uzyteczng zaleznos¢:

det(A B) = det A det B,

ktéra pomoze nam efektywnie wyznacza¢ wyznaczniki iloczyndéw macierzy.
Gdy wyznacznik macierzy jest roéwny zeru, macierz takg nazywamy macierzg

osobliwa.

D1.6. MACIERZ ODWROTNA

Macierza odwrotng do macierzy A nazywamy macierz spetniajgca warunek:

AA=T.
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Sktadowe macierzy odwrotnej mozna wyznaczy¢ przez skalowanie transponowanej

macierzy dopehien algebraicznych:

T
. | D'"|45 |
A=A ‘A \[A”] 4

i+
A

y

gdzie A= [ZU] jest macierza dopehien algebraicznych: A= [(— 1)

|

‘A; ‘ - minorem czyli wyznacznikiem macierzy, ktdra powstaje przez usuni¢cie z macierzy A

wiersza i 1 kolumny ;.

Jak tatwo zauwazy¢, nie mozna znalez¢ macierzy odwrotnej do macierzy osobliwe;j,

gdyz wymagatoby to dzielenia przez zero.

Macierz A" nazywana jest macierza dolaczona macierzy A. Macierz dotaczong

mozna utworzy¢ dla dowolnej (nawet osobliwej) macierzy.

Przyktad nr 5.

Poszukujemy macierzy odwrotnej do macierzy:

A=

N - O
wn O

2
3.
3

Obliczymy najpierw wyznacznik, aby przekona¢ si¢ czy operacja odwrocenia macierzy
bedzie mozliwa. Wyznacznik macierzy A obliczymy, korzystajac z reguty Sarrusa:
detA =(9-9-3)+(1-5-2) +(7-6-3)=(7-9-2) = (1-6-3) =(9-5-3) = 100.

Obliczamy kolejne dopetnienia algebraiczne:

an(—l)”lz i‘zlz, 2122(—1)H2; §=18,
A13=(—1)‘+3; z‘=—58, 221=(—1)2“§ §=—8,
A22=(—1)2+23 §‘=13, 2232(—1)2+33 §=—3,
A31=(—1)3“S §‘=0, Zgz=(—1)3”? §=—25,
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Z33 = (_ 1)3+3

a stad mamy

012 -008 00
A= 018 013 -025].
-058 -003 075

D1.7. ROZKEAD NA MACIERZE TROJKATNE

Macierz nieosobliwg A roztozy¢ mozna na iloczyn macierzy trojkatnych:
A=LU,
gdzie L jest macierzg trojkatng dolna, a U macierzg trojkatng gorng. Proces taki nazywamy
triangularyzacja, dekompozycja lub faktoryzacja macierzy.

Metoda dekompozycji macierzy zapoczatkowana zostala przez M.H.Doolittle’a
(1878) a pozniej odkrywana byla jeszcze kilkakrotnie przez: Cholesky’ego (0k.1916),
A.C.Aitkena (1932), T.Banachewicza (1938) oraz P.D.Crouta (1941). Metode Cholesky’ego
opisat Benoit w 1924 r.

Sktadowe macierzy trojkatnych L 1 U obliczy¢ mozna, korzystajac z procedur
zaproponowanych przez Crouta lub Banachewicza:
L,=1,i=1..n,

i-1

U, = 4, —;LikU,g. =i,
=1

1 S .
L, :T(A[j —ZL,.,(U,CJ] ,i=j ...n.

J k=1

Obliczanie sktadowych wykonuje si¢ na zmian¢ wierszami dla macierzy U i
kolumnami dla macierzy L (metoda Crouta) lub kolejno wiersz macierzy U, wiersz macierzy
L (metoda Banachewicza [15]).

Rozklad na macierze trojkatne ma bardzo duze znaczenie praktyczne, gdyz jest
uzywany jako efektywna metoda rozwigzywania uktadow réwnan liniowych.

Rozwigzanie uktadu rownan
Ax=y
mozna uzyska¢ dwuetapowo. W etapie pierwszym stosujemy podstawienia A =LU,Ux=1z,

ktdére upraszczajg nam uktad rownan do postaci:
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L(Ux)=y—>Lz=y,

ktora utatwia rozwigzanie:

Procedura zastosowana tutaj nazywa si¢ podstawieniem w przdd, gdyz sekwencyjnie
wyliczamy niewiadome zi, 23 ... z; ... Zy.

Etap drugi polega na wyznaczeniu warto$ci niewiadomych z rownania
Ux=12z,

co robimy podobng metoda, tyle ze stosujemy podstawienie wstecz, zaczynajac od ostatniej

sktadowe;j:
Zl’l}’l
Xo =7

X1 = (Zn—l - Un—lnxn) U 1 ’ itd"

n—1n-1
- 1
Xi =14~ ZUikxk R
k=i+1 Lii
Czas rozwiazania uktadu réwnan ta metoda proporcjonalny jest do n'/3, gdzie n jest
iloscia rownaf. Liczba Tp = n°/3 nazywana jest kosztem metody Doolittle’a, i jest

szacunkowg ilo§cig mnozen i dzielen, ktore trzeba wykona¢ aby rozwigza¢ uklad rownan.

D1.8. TRIANGULARYZACJA MACIERZY SYMETRYCZNYCH

Gdy macierz kwadratowa jest symetryczna (i oczywiscie nieosobliwa) mozna
podany w poprzednim punkcie rozktad jeszcze uprosci¢ zauwazajac, ze:
A=LL"lubA=U"U.

Algorytm rozktadu macierzy symetrycznej A na macierze trojkatne podal jako pierwszy
Cholesky (w 1916), a niezaleznie od niego Banachewicz (w 1938). Metoda zwykle nazywana
jest metodg Cholesky’ego. W Polsce uzywana jest nazwa metoda Banachewicza-

Cholesky’ego.
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Sktadowe macierzy trojkatnej dolnej wyznaczonej tg metoda sg rowne:

L;=0dla j>i,

‘/A ZL,k,

j-1
(A ZL[k ijL_ dlaj<i.
— .

J
W rownaniach okres$lajacych skladowe lezace na gtownej przekatnej macierzy L
wystepuje pierwiastek kwadratowy. Wyrazenie pod pierwiastkiem moze by¢ oczywiscie
ujemne, wtedy wyrazy macierzy L sa zespolone. Mozna jednak udowodni¢ [5], ze dla
macierzy symetrycznych, dodatnio okreslonych sktadowe L; sa zawsze liczbami
rzeczywistymi.
Czas dekompozycji macierzy symetrycznej metoda Banachewicza-Cholesky’ego jest

proporcjonalny do Ts.cy = n’/6.

Przyktad nr 6.
Znalez¢é macierz trojkatna dolng L taka, ze A = LL'. Nalezy wykorzysta¢ metode

Banachewicza-Cholesky’ego

0 1 2 -1
1 15 2 -3
A=y 2 13 4
-1 -3 4 12

Wyznaczymy kolejne, rézne od zera sktadowe macierzy trdjkatnej dolnej L:

Ly, =4, =~/10 =316228,

1 ( 2 1) 1
— =2
Ly, V10 10/ /149
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Lyy =y Ay (12, + 12,) \/13-((\%)2 +(%sz —~ 351888,

1
11

1
22

1
Lyy = Ay — (Lot Ly, + L42L32))L—33 = 129312,

Lyy = Ay — (13, + L2, + L) = 310860

3.16228 0 0 0
031623 386005 0 0
0.63246 046631 351888 0
-031623 -0.75129 129312 3.10860

D1.9. MACIERZE ORTOGONALNE
Istnieje grupa macierzy majaca wtasnosc:

A= AT

ktora niezwykle uprasza rozwigzywanie uktadu rownan. O macierzach tych méwimy, ze sa

macierzami ortogonalnymi. Wtasnos¢ tg wykazujg macierze obrotow wektorow:

gdzie ¢ = cosa, s =sina, a a jest katem obrotu.
Sprawdzimy ortogonalno$é tej macierzy rownaniem RR™ =1:

c -5 c s c?+s5* es—sc 1 0
c X s ¢l - 2,207 1o 1|
sc—cs P +s

S

Ta wlasno$¢ macierzy obrotu wykorzystujemy w wielu rozdziatach ksigzki.
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