
Obliczenie ugięcia belki metodą różnic skończonych (MRS)
ORIGIN 0:=

Przekrój poprzeczny belki - IPE160

a 82mm:= g 5mm:= t 7.4mm:= h 160mm:=

a1 a g−:= h1 h 2 t⋅−:=

A a h⋅ a1 h1⋅−:= J
a h3⋅ a1 h13⋅−

12
:=

E 210GPa:= γ 78
kN

m3
:=



q 3
kN
m

:= p A γ⋅ 0.151
kN
m

⋅=:= P 6kN:= L 13m:= L1 2m:= L2 5m:= L3 4m:=

T8
L2 q p+( )⋅

2
:= T18 T8:= - siły poprzeczne w przegubach

R0 T8 p L3⋅+ P−:= R26 T18 L3 p⋅+:= - reakcje podpór

M0 T8 L3⋅ p
L32

2
⋅+ P L1⋅−:= M26 T18 L3⋅ p

L32

2
⋅+:= - momenty podporowe

- współrzędne punktów
   węzłowych

Δ 0.5m:= α Δ2

E J⋅
:= n

L
Δ 26=:= i 0 n..:= Xi i Δ⋅:=

M1 x( ) M0− R0 x⋅+ p
x2

2
⋅−:= i 0 4..:= Mi M1 Xi( ):= - momenty zginające w przedziale nr 1

M2 x( ) M1 x( ) P x L1−( )⋅+:= i 5 8..:= Mi M2 Xi( ):= - momenty zginające w przedziale nr 2

M3 x( ) M2 x( ) q
x L3−( )2

2
⋅−:= i 9 18..:= Mi M3 Xi( ):= - momenty zginające w przedziale nr 3

M4 x( ) M3 x( ) q
x L3− L2−( )2

2
⋅+:= i 19 n..:= Mi M4 Xi( ):= - momenty zginające w przedziale nr 4



Wykres momentów zginajacych
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Macierz układu równań MRS:
i 0 n..:= Ai i, 2−:= i 1 n..:= Ai i 1−, 1:= i 0 n 1−..:= Ai i 1+, 1:=

A
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-2 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
1 -2 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 1 -2 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 1 -2 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 1 -2 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 1 -2 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 1 -2 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 1 -2 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 1 -2 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 1 -2 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 -2 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 -2 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 -2 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 -2 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 -2 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 -2 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 -2 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 -2 1 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 -2 1 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 -2 1 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 -2 1 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 -2 1 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 -2 1 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 -2 1 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 -2 1 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 -2 1

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 -2

=



Macierz MRS po uwzględnieniu warunków brzegowych: ϕ0 0:= y0 0:= ϕ26 0:= y26 0:=

j 0 n..:= A0 j, 0:= A8 j, 0:= A18 j, 0:= An j, 0:=

A0 1, 2:= A8 0, 1:= A18 n, 1:= An n 1−, 2:=

A
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0 2 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
1 -2 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 1 -2 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 1 -2 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 1 -2 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 1 -2 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 1 -2 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 1 -2 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 1 -2 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 -2 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 -2 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 -2 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 -2 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 -2 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 -2 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 -2 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 -2 1 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 -2 1 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 -2 1 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 -2 1 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 -2 1 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 -2 1 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 -2 1 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 -2 1
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y lsolve A α M⋅, ( ):= Wykres ugięć belki
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Ma M:= Ma0 0:= Man 0:= Wykres ugięć belki - porównanie zastosowania 2 sposobów
uwzględniania warunku brzegowego:  ϕ=0,  
y - różnica centralna, y1 - różnica "w przód"y1 lsolve A α Ma⋅, ( ):=
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Φ x( ) 1
E J⋅ 0

x

zM1 z( )⌠

⌡

d⋅:= Y x( )
0

x

zΦ z( )⌠

⌡

d:= Y4 Y L1( ) 2.182− cm=:=

Wykres ugięć belki - porównanie wyników uzyskanych numerycznie z rozwiązaniem
analitycznym Y(x) w przedziale nr 1. 
Widoczne są duże błędy rozwiązania numerycznego y1, uzyskanego przy zastosowaniu
różnicy "w przód"
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Błędy rozwiązań
numerycznych

ε
y4
Y4

1− 0.525%=:=

ε1
y14
Y4

1− 26.574− %=:=


