DODATEK NR 2. METODY ROZWIAZYWANIA DUZYCH
UKLADOW ROWNAN LINIOWYCH

Uktady rownan, wystepujace w metodzie elementow skonczonych, charakteryzujg si¢
duzymi, rzadkimi, dodatnio okre$lonymi macierzami. Metody rozwigzywania uktadow
roOwnan przy tego typu macierzach rdznig si¢ nieco strategiag od rozwigzywania dowolnych

uktadow, gdyz musza uwzglednia¢ sposoby przechowywania macierzy w pamigci komputera.

D2.1. METODY PRZECHOWYWANIA MACIERZY SZTYWNOSCI

Niezbyt duze zadanie metody elementow skonczonych, dla konstrukcji powtokowej,
generuje uktad réwnan o rozmiarach rzedu 1000+-10000 niewiadomych. Przy odpowiedniej
numeracji stopni swobody (istniejg bardzo ztozone procedury numeracji stopni swobody,
korzystajace z teorii grafow) macierz kwadratowa ukladu rownan staje si¢ symetryczng
macierzg pasmowg. Wystarczy zatem zapamigta¢ (w pamigci operacyjnej lub na dysku
komputera) tylko potowg tego pasma, aby mozna bylo odtworzy¢ calg informacj¢ zapisang w

macierzy sztywnosci konstrukcji.

Macierz kwadratowa, symetryczna A~ Macierz pasmowa B
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Najprostszg metoda oszczedzania pamigci jest zapisanie gornego (lub dolnego)
poOlpasma macierzy w prostokatnej tablicy pokazanej na Rys.D2.1.

Zmienia to usytuowanie elementow macierzy w tablicy tak, ze elementy z gtdownej
przekatnej znajduja si¢ w pierwszej kolumnie pasma, a element, ktory pierwotnie znajdowat
sic w wierszu i 1 kolumnie j teraz bedzie w tym samym wierszu, ale kolumnie k. Nowa
warto$¢ indeksu kolumny mozna obliczy¢ dzigki prostej zaleznosci: k =j-i+1.

Mamy zatem B;=4; dla j > i. Szeroko$¢ potpasma p dla typowych macierzy jest zwykle o
rzad wielkosci mniejsza od rozmiaru n. Dolny trojkat tablicy B, ktory pozostaje zawsze
»pusty”’, nie ma wiec istotnego znaczenia dla oszczedzania pamigci operacyjne;.

Inng, bardziej oszczedng metoda jest metoda sky-line , ktora polega na

zapami¢tywaniu tylko tych fragmentow wierszy (kolumn) goérnego lub dolnego poétpasma,

ktore leza migdzy gtéwna przekatng a ostatnim niezerowym elementem tablicy Rys.D2.2.
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Na Rys.D2.2 zapamigtywany obszar jest zacieniowany.

Taka metoda przechowywania macierzy mozliwa jest dzigki temu, ze w czasie
dekompozycji macierzy, ré6zne od zera elementy macierzy trojkatnej nigdy nie pojawia si¢ w
obszarach lezacych poza ostatnimi, r6znymi od zera sktadowymi. Ma to duze znaczenie, gdyz
zwykle w algorytmach MES uzywa si¢ procedur, ktore macierz trojkatng L. zapamigtuja w tej
same tablicy, w ktorej pamigtana byla macierz sztywnosci. Nieregularne ksztalty obszaru
pokazanego na Rys.D2.2 uniemozliwiaja zorganizowanie informacji w postaci tablicy

dwuwymiarowe;j.
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W metodzie sky-line uzywa si¢ zatem dwoch tablic jednowymiarowych (wektorow),
przy czym jedna z nich przechowuje liczby rzeczywiste - sktadowe macierzy, a druga indeksy

pierwszych wyrazow kolejnych wierszy macierzy (Rys.D2.3).
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Mimo, iz metoda ta wymaga dosy¢ skomplikowanych operacji podczas tworzenia

macierzy i rozwigzywania uktadu réwnan (ciggle przeliczanie indeksow) jest ona szeroko

stosowana, gdyz zapewnia bardzo efektywne wykorzystanie pamigci komputera.

D2.2. METODA ELIMINACJI GAUSSA
Metoda eliminacji Gaussa (w ro6znych odmianach) jest jedng z najczgsciej
wykorzystywanych metod rozwigzywania uktadow rownan liniowych typu Ax =y, gdzie

macierz A jest kwadratowa i nieosobliwa.

Rozwigzanie rozpoczynamy od przeksztatcenia pierwszego rownania:
1 n
NES N T ZAlkxk
1 k=2

i podstawieniu tak wyznaczonej niewiadomej do pozostatych réwnan. Spowoduje to
eliminacje pierwszej kolumny w réwnaniach od 2 do n (Rys.D2.4).
Powtarzamy te operacj¢ dla macierzy A(l), ktéra ma wymiary (n-1)x(n-1),

(2)

otrzymujgc macierz A‘~’ o wymiarach (n-2)x(n-2), itd. Przeksztatcenia prowadzimy tak dtugo,

az otrzymamy réwnanie z jedng niewiadoma:
-1 -1
A, =Y,

z ktorego wyznaczamy x,,.
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Rys.D2.4. Uktad rownan liniowych po pierwszej eliminacji.

Mozna wigc powiedzie¢, ze eliminacja Gaussa polega na takiej transformacji
macierzy uktadu réwnan liniowych, ktéora doprowadza do utworzenia ukladu réwnan z
macierzg trojkatng gorna:

eliminacja Gaussa

Ax=y >sUx=y".
Metoda rozwigzywania tego typu ukladéw opisana jest w dodatku nr 1. Koszt metody Gaussa
jest rowny n°/3, i jak mozna udowodnié¢ (por. [2]) nie mozna znalezé algorytmu istotnie
tanszego.

W trakcie eliminacji niewiadomych w przeksztalceniach pojawia si¢ ciggle dzielenie
przez diagonalng skltadowa macierzy A. Moze si¢ zdarzy¢, ze nawet dla nieosobliwej
macierzy AW okaze si¢ rowne lub bliskie zeru, co uniemozliwi uzyskanie rozwiagzania lub

prowadzi do duzych btedéw numerycznych. Sytuacji takiej mozna unikna¢ przeprowadzajac
eliminacje w inny sposob. Zmiana kolejnos$ci wyboru niewiadomych do eliminacji umozliwia
wyszukanie takiej sktadowej diagonalnej, ktora jest najwigksza w macierzy AW ,acozatym
idzie minimalizacj¢ bledu numerycznego.

Odmiana eliminacji Gaussa z wyborem elementu ,,sSrodkowego” nosi nazwe metody
Gaussa-Jordana. Zapewnia ona uzyskanie rozwigzania z malym btedem nawet dla stabo
uwarunkowanych uktadow réwnan, tzn., takich gdzie wyznacznik macierzy A jest bliski zeru.

Przyktad realizacji algorytmu Gaussa pokazuje zamieszczony ponizej fragment kodu
zrodtowego programu PASCAL, rozwigzujacego uklady réwnan liniowych (procedura

Gauss).
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D2.3. METODA ITERACYJNA GAUSSA-SEIDELA

Metoda iteracyjna (kolejnych przyblizen) Gaussa-Seidela polega na zatozeniu, ze
diagonalne sktadowe macierzy sg znacznie wigcksze od sktadowych lezacych poza przekatng.

Dzigki temu mozna obliczyc¢:

1 n
X = (Jﬁ - ZAlkxkj >
Ay k=2

przy zatozeniu poczgtkowym, ze x; = 0 dla k& = 2 ... n. Przyblizenie to powtarzamy dla
pozostatych warto$ci niewiadomych:
X = L(yi =Sy _SiR)’

A

123
gdzie S;; - jest sumg wszystkich iloczynéw wyrazow lezacych z ,lewej” strony x; przez

odpowiednie wartosci niewiadomych, a Sz - sumag iloczyndéw lezacych po ,,prawej” stronie x;:

i-1
Si = zAikxk )
k=1
n
Siz = zAikxk .
k=i+1

Kolejne przyblizenia warto$ci niewiadomych wykonywane ta metodg sa zbiezne
wtedy, gdy uklad réwnan jest dobrze uwarunkowany, tzn. wyrazy lezace na diagonali sg
wigksze od sktadowych lezacych poza nig. Tak zbudowane sg macierze sztywno$ci metody
elementow skonczonych. Modyfikacja Seidela tej metody polega na uwzglednieniu podczas
iteracji m aktualnych warto$ci niewiadomych, tzn. suma S; obliczana jest z uzyciem
niewiadomych m-tej iteracji a suma Sz na podstawie wartosci niewiadomych wyznaczonych

w poprzedniej (m-1) iteracji:

W) =y -5l s ).

11

i-1 n

o glm) _ (m) — g(m=-1) _ (m-1) ~ (m) (A e :

gdzie ;" = E Aypxp”, S = E Ay x)", x;7 - warto$¢ niewiadomej x; wyznaczona
k=1 k=i+1

w m-tej iteracji.
Po kazdym kroku iteracyjnym obliczamy réznice A(i’") = x,.(’") - x,.(’"—l), ktora pozwala
zorientowaé si¢ w zbieznosci procesu. Iteracje mozna przerwaé, gdy Max(|Ai|) <eg, tzn.

najwigksza z roznic jest mniejsza od dopuszczalnego btedu obliczen. Przy duzych uktadach
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rownan, metoda Gaussa-Seidela pozwala czesto szybciej uzyska¢ rozwigzanie niz metoda

zamknieta (np. metoda Gaussa-Jordana),

D2.4. METODA NADRELAKSACJI AITKENA

W procesie iteracyjnym Gaussa-Seidela zauwazamy, ze
x,-(m) = x,-('"_l) + A(im),
czyli warto§¢ niewiadomej przybliza si¢ do wartosci doktadnej krokiem A(l.’"). Aitken
zauwazyl, ze mozna zwickszy¢ szybkos¢ procesu (czyli zmniejszy¢ ilo$¢ niezbgdnych
iteracji), gdy obliczymy:
x}m) = x,-(m*l)mA([m),
gdzie o jest wspotczynnikiem nadrelaksacji. Warto$¢ tego wspolczynnika nalezy dobraé na
podstawie eksperymentéw numerycznych. Powinna ona lezeé w przedziale (1.0+2.0). Nasze
obliczenia pokazaty, ze w zadaniach statyki kratownic przestrzennych, optymalna wartos¢

wspotczynnika nadrelaksacji wynosita 1.26.

D2.5. INNE METODY ROZWIAZYWANIA DUZYCH UKEADOW ROWNAN

Uktady rownan metody elementéw skonczonych rozwigzuje si¢ bardzo czesto
metodami polegajacymi na dekompozycji macierzy, np. metoda Banachewicza-Cholesky’ego,
opisang w dodatku nr 1. Koszt tej metody dla symetrycznych, pelnych macierzy jest
proporcjonalny do 7°/6, a dla macierzy pasmowych wystepujacych w zadaniach MES koszt
wynosi np*/6, gdzie p - jest szeroko$cia potpasma macierzy.

Oprécz metody Banachewicza-Cholesky’ego uzywane tez s3 inne metody
dekompozycji, np. metoda Crouta, polegajaca na rozkladzie macierzy A na trzy macierze:
A=LDL",
gdzie D jest macierzg diagonalng, tzn. zawierajaca niezerowe wspotczynniki tylko na gtéwne;j
przekatnej. Rozktad taki nie jest jednoznaczny jak rozktad Banachewicza-Cholesky’ego, wiec
najczesciej wybiera si¢ tak skladowe diagonalne macierzy L, aby byly one rowne jednosci.
Dekompozycja Crouta bywa czgsto uzywana w rozwigzywaniu zadan MES, szczego6lnie w
zadaniach nieliniowych, gdzie macierz sztywnosci nie zawsze jest dodatnio okreslona.
Metoda Banachewicza-Cholesky’ego prowadzitaby wowczas do powstania macierzy o
sktadowych zespolonych, gdyz wyrazy diagonalne oblicza si¢ tam przez pierwiastkowanie, w

metodzie Crouta otrzymamy zawsze macierz o wspotczynnikach rzeczywistych [2], .
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Dekompozycja Crouta prowadzi do nastgpujacych zaleznosci:

i1
D, =4, - ZLikszk
k=1

D, =0dlaj#1,
L;=0dlaj>i,
L,=10,

=1

1 Jj-1 o
L, = D—(A,.j - Liijkaikj dlaj <,
i k

Koszt dekompozycji macierzy metoda Crouta podobnie jak dla metody

Banachewicza - Cholesky’ego proporcjonalny jest do n’/6 dla macierzy petnych.
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