Drgania wlasne belki swobodnie podpartej

ORIGIN:=1
E:=10 GPa b:=10 cm h:=10 cm L:=10m  p:=600 k—g
m
2
A:=b+h J::A.h ,u::p-A C:= E—.J
12 7}
2 4 kg m’ 2
A=100 cm J=833.333 cm H=6 — c=117.851 — EJ:=F.J=83.333333 kEN-m
m s
Warunki brzegowe: y(0)=0 y(L)=0
M(0)=0 M(L)=
Réwnanie rézniczkowe opisujgce swobodne drgania (bez ttumienia) preta prostego przy d2
zastosowaniu modelu Bernoulliego (bez udziatu sit poprzeczych i bezwtadnosci obrotowej). M (z)= e y(z)
d4 2
EJ. w(z,t)+pu-—w(x,t)=0 (1)
@) rpew(z,t)
Przyjmujqc rozwigzanie w postaci w(z,t)=y(x)-sin(w-t) otrzymamy:
d* ,u-w2 ) d* 904 w
T)— ylx)|esn(lwt)=0 ====e—e———- > r)——-ylx)=0 =L\|—
() =—r(a) | -sin(w-t) —y(@) - ) ¢ >


www.mathcad.com

Réwnanie przestepne, wynikajqce z warunkow brzegowych, dajqce czestosci drgan wtasnych: sin(p)=0

sin (a:) 2% /\\//\\//\\//

n:=8
i=1..2n p i=iom W= L% c? Postacie drgan wtasnych
o[ 3.141593] W(n,a:)::sin(cp a:)
1| 6.283185 "
o 9.424778 .
31 12.566371 o[ 11.63144 |
1 15.707963 1| 46.525761 W(1,z) i
5| 18.849556 21 104.682963 | W(2,2) \/ &
o= 6/21.991149 | w,= 3[186.103045 | —— ’ ( | , : =
7(25.132741 1{290.786008 | ° W(3,z) \W M
s|28.274334 51418.731852
0| 31.415927 B | W(4,z) ~
10 . _ -
1 gizggﬁg °| L.sol W(sz) -
T 1| 7.405
TR 2| 16.661
5| 29.619
4 46.28
5| 66.643
Y4 _ | 90.700| X
2.7 1118.477]| 8
s|149.947
9185.12
10] 223.995
11{266.573
A



www.mathcad.com

Drgania wtasne belki obliczone metodq elementow skonczonych

1 2 3 4 5 &
A A
! L = ]. L e ! !_ e ! L e ! L e _!
Le=X k=) 53333333 kMe=2C—1.25
n Le2 l

Funkcja DBM - Dodaj Blok Macierzy

DBM (A,B,w,k):=|forie1..rows(B)
forjel ..cols(B)
—B +A

w+i—1,k+j—1 i, w+i—1,k+5-1

A

Agregacja macierzy globalnych belki

Agrg_B (N,Aa,Ab ,Ac) = Lss«— 2
Lr« Lss (N—l— 1)

A —0
A _ ACL Ab Lr,Lr
€= AbT Ac foreel..N
n«—e+Lss—1
k—n+2

A<—DBM(A,Aa,,n,n)
A—DBM(A,Ac,k,k)
A«—DBM(A,Ab,n,k)
A«—DBM (A,Ab" k,n)

I:=1m <--- jednostka dtugosci lub
dtugos¢ porownawcza

Ls:=2  Lw:=n+1 - Liczbawezlow  Lr:=Ls-Lw - Liczba réwnan

n;:="7 Ny:=13
Wy :ﬁ p, =0 p =1 p :=-0.8
P1(t):={|S«<0-kN P2(t):=|S«1-kN
if t<—— if t<
wy 2 wy
HS<—1 kN-sin(wo-t> HS<—1 kN.sin(wo.t>
S S

p2(t)=p-P2(t)
P2(0.2 s)=1 kN

pl(t):=p-P1(t)
P1(0.2 s)=0 kN

0.9

P1(t-1 s) (kN)
P2(t-1 s) (kN)
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Macierz sztywnosci elementow belki

E 6 —12 6
Le Le
K EJ 6 4.-Le —6 2-Le Ka Kb
— . =K T
Le* |—-12 o 12 . Kb' Kc
Le Le
6 2-Le —6 4-Le|

Agregacja globalnej bezwymiarowej macierzy sztywnosci belki

K:=Agrg_ B(n Ka,Kb Kc)

1 0 0 0 0 0 0
6 5 —6 25 0 0 0
-96 -6 192 0 -96 6 0
6 25 0 10 -6 25 0
0 0 -96-6 192 0 -9.6

e 0 0 6 25 0 10 -6
0 0 0 0 —-9.6 -6 19.2
0 0 0 0 6 25 0
0 0 0 0 0 0 -9.6
0 0 0 0 0 0 6
0 0 0 0 0 0 0

Ugiecie statyczne belki

0.1

0.05+

k=>53.333333 kN

—0.05+

—0.1+

Ugiecie statyczne belki obciqgzonej sitq 1kN w Srodku rozpietosci

Bloki bezwymiarowej macierzy sztywnosci elementu

12 —12
Ka=|% ° Kbi=| e ©
6 4.)Xe —6 2-:)e
pF13::—O.8 kN
p
pr, =0 kN pp=1kN fp=—"
r K
1:=1..Lr
w:=1 K :=0 =1

w, 1

w:=Lr—1 K :=0

w,1

y:=Isolve (K,fF>

0.04668
0.083398
0.100195
v=|0.091016
0.06543
0.036914
0.01582
0

12
Kce:= e
—6 4-)e

—6

0
0.0386719
0.0466797
0.0346875
0.0833984
0.0227344
0.1001953
0.0028125
0.0910156

—0.0157031
0.0654297
—0.0234375
0.0369141
—0.0203906
0.0158203
—0.0140625
0
| —0.0119531 |

Pr=

co
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Diagonalna macierz bezwtadnosci elementow belki

12 0O 0 O
e
Le> | 0 Le 0 0 Ma 0 peLe’ 12 00
M=”24 5 M=n-l . ] 7= =(3.90625-107") kg-m  Ma:=| xe MO::[O 0]
0 0-=0 ¢ 0 e
e n —6\ 2
0 0 0 Le 0:=—=(7.324219-10"°) s
- - K Aby zmniejszy¢ wptyw bezwtadnosci obrotowej
mozna przyjq¢ Ma ze wspotczynnikiem 0<a<1
12
Agregacja diagonalnej bezwymiarowej macierzy bezwtadnosci a:i=0.1 Ma=| e 0
M::Agrg_B(n,Ma,MO,Ma) 0 a-le
fto 00 00 00 00 0 | - ,
1o 0125 0 o 0 0 0 0 0 0 0 Uwzglednienie warunkoéw brzegowych
210 0 19.2 0 O 0 00 0 0 0 i=1..Lr
3]0 0 0 025 0 O 0 O 0 O 0
110 0 0O 0 1920 0 0 0 O O w:=1 K =0 K :=0 K :=1 M =0 M =1
500 0 0 O 0O 025 0 O 0 O 0
6l0 0 0 0 0 0 19.2 0 0 0 0 w:=Lr—1 Kw i::0 Ki w::O Kw w::1 Mw i::O Mw w::1
M= 710 0 0 O 0 O 0 025 0 O 0
[0 O 0 O 0 O 0 O 19.2 0 0
9(0 0 0 O 0 O 0 O 0 025 O
10(0 0 0 O 0 O 0 O 0 O 19.2
1110 0 0 O 0 O 0 O 0 O 0
1210 0 0 O 0 O 0 O 0 O 0
1310 0 0 O 0 O 0 O 0 O 0
7l
ke|K—w® 6-M]y=0  |M'K—c-I|]=0 w’.60=0c  |M|=9.172943.10
o:=eigenvals <M_1 -K) w:=sort (\ /%)
wT:[11.62 46.39 103.91 183.03 280.6 369.5 369.5 387.75 482.09 1652.47 1723.02 1900.84 2127.53 2358.89 ... M

S
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[, | KA
U e
Roéwnanie wymuszonych, ttumionych drgan belki ¢i=TZ i||z==============||j Y, = i y= Ya
< Le ---------- > R S
| P ] | YN
d
Ko u(t)+Cq-u'(t)+Mgq-u"(t)=p(t) u’=d—u
t
Co=a-Mg+B-Kgz <---macierz tlumienia Rayleigha 1
-0 oy ¢
Co=an-M+pB-k-K=0+K- K+T.M 11 . [g] =2 L}] Wspotczynniki (a,b) macierzy ttumienia
2
’ " — W
KK-y(t)+rK-8-C-y'(t)+n-M-y"(t)=p(t) Wy

K-y(t)+B-C-y'(t)+0-M-y"(t)=f(t) wimw,  wy=w, € =0.05 ¢ :=0.07

k=53.3 kN n=0.391 N.s* 0:=

x|

=(7.324219.107°) s”

B=(2.636532:107°) s
Macierze K, C, M, y, f-sq bezwymiarowe
a-0 1

— oy (24C — - - 107) L
CK+ 0 F(#)i=—p1 (1 a=w, (2 ¢ —w ﬁ) a=(8.064465-107") ,
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Metoda Newmarka. Chwile t, (t+At) oznaczane sq indeksami gérnymi
Przyjeto nastepujqce aproksymacje predkosci i przemieszczenia:

2 2
iyt+At=iyt + (1_7) _2yt +7.d_2yt+At 'At
dt dt dt dt Najczesciej przyjmuje sie state 6=1/41y=1/2 (trapezoid rule)
co daje bezwarunkowaq stabilno$¢ algotytmu bez wzgledu na
d 1 42 q? dtugos¢ kroku catkowania At
y' T =yt +d—yt - At+ (5—5) ?yt +5-?yt+m -(At)?
t t t

Po podstawieniu tych aproksymacji do do réwnania réwnowagi dynamicznej otrzymamy:

2 2
M@+%.C@+ (Ai) 'K@]'(y//)t—i—At:[M@—%'C@— (Ai) -K@ .(y//)t —At-K@'(y/)t +pt+At_pt

(y,)t+At=(y,)t _I_% (yu)t+At+(y”)t ] yt+At=yt +At-(y')t n (Ai)2 [(y,,)t+At+(y”)t ]

Te rownania mozna wzgledem czasu scatkowaé¢ metodq "explicit":

2 2
(At) [9t°M+,8t‘C+K]'(y//)t+At= (Ai) [et'M_/Bt'C_K]'(y//)t —At-K- (y/)t +ft+At_ft

_ 1 = 460 _ 208 _
M1=[6,-M+3,-C+K] M=M1:[6,-M—8,-C—K]| a1 0, E_ﬂt

A r () — K (1)t + M1 (FEHA_ ft =M.k 2 =% .n
(") (v") —K-(¥) (Fre2t—r") v (At
Implementacja:
0 2
At:=0.05 s ay=(4+2 a-At). =1.195501-10
aK::1+%=1.105461 aci=(4—2 a- At)- O 1.148249.107
At (At)2
M1:=(ay;-M +ag+K) o M:=M1-(ac-M—ag-K)
2

K=25.01.K Mi=—25_.n

At (At)?
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Ezxplicit Newmark(A,v,a,N,A):=

A

Nst:=250 <---- liczba krokoéw czasowych

Y =0 v =0 a =0

Lr,1 Lr Lr

i:=1..Nst t:=(i—1)-At

(]

0.1+

0.08+

0.06+ N
0.04+ ﬁ

<---- Inicjacja macierzy rozwiazania 1 warunkow brzegowych

y5i::Yn1,i y7i::Yn2,i At=0.05 s

Ystat2 (m) —0.021

ystatl (m) ~0.04

—0.06+ ‘“

—0.08+

—0.1+

VV\/V\/\/VVYG"V' B0 e

foricl..N (y//)t+At=]\_4—.(y//)t _I_{.(y/)t +1\Z <ft+At_ft>
k:<—cols(A) ’ At )
t<—(k:—1)-A (y/)t+ t=(y/)t +7 [(y//)t+ t_l_(y//)t]
al—M1:(f(t+A)—f(t))+M-a—K-v
(k) , A A t+AL_ ¢ t (At)2 t+ At t
y(—A +?"U+4 82 -(a1+a) y+ =y +At.(y/) + 2 [(y") + +(y“) ]
v<—v+2A-(a,1+a,)
S
a—al Ystat2 = maw_o 100195 m ystatl::()
A «+—augment (A,y)

Y :=FExplicit_Newmark (Y, v,a,Nst, At)

max (y5)=0.067638 Ying=y7 _=0.000204
Yinf _0.002031 —
Ystat2 m
Ny = _max(y7) _ 714000 L
Ystat2 m

Naynz=1.715522

t (s)

2
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