Drgania wtasne belki swobodnie podpartej

ORIGIN:=1
kg
E:=10 GPa b:=10 cm h:=10 cm L:=10 m 0:=600 —
m
2
A::b-h J::A.h I,L::p-A C:= E
12 u
2
A=100 cm’ J=833.333 cm*  u=6 19 c=117.851 T EJ:=E-J=83.333333 kN-m?
m s
Warunki brzegowe: y(0)=0 y(L)=0
= 2 (0) v
M(0)=0 M(L)=
Réwnanie rozniczkowe opisujgce swobodne drgania preta prostego przy zastosowaniu M(x) _ d?
modelu Bernoulliego ( bez udziatu sit poprzeczych i bezwtadnosci obrotowej). EJ P y(x)
4 d2
EJ. w(x,t)+u-—w(x,t)=0 (1)
dx’* d¢
Przyjmujqc rozwiqzanie w postaci w(x,t)=y(x)-sin(w-t) otrzymamy:
d* U@ . d’ @ @
X)— ylx)|esinlw-t)=0 mmmmmmme- > x)——-ylx)=0 =L\|—
(9252 y () |-sin(a- )Lyl p=1-/°

Réwnanie przestepne, wynikajgce z warunkow brzegowych, dajqce czestosci drgan wtasnych: sin(¢)=0
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—-0.4
O —-0.6

— 0.8

sin(x) /\\//\\//\\//

\4

X
n:=06
i=1..n @ i=ieTe o= % Postacie drgan wtasnych
: L
W(n,x) ::sin((p -x)
[ 3.141593] [ 11.63144 |
6.283185 46.525761 w(1,x) o
p=| 9-424778| . _|104.682963| rad ‘
12.566371| “47|186.103045| s w(2,x) ,
15.707963 290.786008 W(3,%)
| 18.849556 | |418.731852 |
w(4,x)
X
Ortogonalnos¢ postaci drgan
i:=1..n Jj=1l..n 050 0 O O O
) 0O 050 0 0 O
. . 0O 0 050 0 O
C = | Ww(i,x) - W(j,x)d C=
i Of () W(j,x) dx O 0 0 050 O
0O 0 0 0 050
0 0 0 0 0 0.5]
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Drgania wtasne belki obliczone metodq elementow skoriczonych

1 2 3 J 5 &
A A
| le | lLe | Lle | [e | [e &3
N:=5  Le=X =2 00.833333 kN re=L€_o
N Le2 [

Funkcja DBM - Dodaj Blok Macierzy

DBM(A,B,w,k):=||forie 1..rows(B)
for je 1..cols(B)
A —B +A

w+i—1,k+j-1 i,j w+i—1,k+j-1

A

Agregacja macierzy globalnych belki

Agrg_B(N,Aa,Ab,Ac):=| Lss+ 2
LrLss (N+1)

A «—0
_ Aa Ab Lr,Lr
- AbT Ac foreel..N
n«—>Lss e—1
k—n+2

A« DBM(A,Aa,n,n)
A« DBM(A,Ac,k, k)
A«— DBM(A,Ab,n, k)
A—DBM(A,Ab"  k,n)

Lss:=2

=1 m <--- jednostka dtugosci lub
dtugos¢ porownawcza
Lw:=N+1 - Liczba weztow
Lr:=Lss+Lw - Liczba réwnan
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Macierz sztywnoSci elementow belki

Lée?

Agregacja globalnej bezwymiarowej macierzy sztywnosci belki

12
Le
. 6 4-Le
—12 6
Le
6 2-.Le

—-12 6

Le

—6 2-.Le
12

Le

—6 4.Le|

K:=Agrg_B(N,Ka, Kb, Kc)

ol oloNeNeNelNelelNo oo le)

C OO OO OOCO H~O0N0O

—

QO OO OO N O

—

OO OO OoOOoO P~ O O

—_

QO OO ONOO OO
I

—_

OO ,POODO PA~0OVO O
|

QOO OO NOO OO OO

—
—

OO P,~POOONO APOYO OOO

—

DO ONIITO OO OO OO

K=«r

x=20.833333 kN

JR——
|

PO OO P~POODOOOO OO

NN NeNeoNeNeNelNolNolNe

P OO OOOOO OO0

Ka Kb
Kb" Kc

|

Bloki bezwymiarowej macierzy sztywnosci elementu

12
Ka=|7e °
6 4.Ae

Kb:=

—12 6
Ae
—6 2.)e

12
Ke=| 26 °
—6 4.e


www.mathcad.com

Konsekwentna macierz bezwtadnosci elementow belki

156 5 2 i3
Le Le
2
=yoLe . gi 4.Le 11536 —3-Le M=1.
420 1 2% g3 —22
Le Le
| —13 —3:Le =22 4-.Le
Bloki bezwymiarowej macierzy bezwladnosci
156 54
Ma=| 1o 22 Mb=| 1o -13
22 4.le 13 —3-Ae

Ma Mb
Mb" Mc

Agregacja bezwymiarowej konsekwentnej macierzy bezwtadnosci

Mk:=Agrg_B(N,Ma,Mb, Mc)

78 22 27 -13 O O
22 8 13 -6 0 O
27 13 156 0 27 —-13
-13-6 0 16 13 -6

o)
0]
0]

0

O 0 27 13156 0 27 -13

0O 0-13 -6 0 16 13
Mie= O 0 0O 0 27 13 156
O 0 0 0-13 -6 O
O 0 0 O O o0 27
O 0 0 O O 0-13
O 0 0O O O O O
O 0 0O 0O O O O

O O O
O 0 O
O 0 O
O 0 O
O O

-6 O O
0O 27 -13
16 13 -6
13 156 O
-6 0 16
O 27 13
0-13 -6

0 0
0 0

0 0

0 0

0 0

0 0

0 0

0 0
27 —13
13 —6
78 —22
22 8

2

n:= HeLe” 5 714286 kg-cm
420

Byi=1=(2.742857.107°) s’
K

—22
—22 4.)e
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Diagonalna macierz bezwladnosci elementow belki

1—2000

Le
_u-le’ | 0 Le 0 O __[Ma 0 _p-Le? _ 20 00
M= Vi 19 =n- o Ma n:= 24 =1 kg-m Ma:=| Ae MO._[O O]
0O 0—20 0 Ae
Le n -5\ 2
0 0 0 Le By="1=(4.8-107) s o . .
- - K Aby zmniejszy¢ wptyw bezwtadnosci obrotowej
mozna przyjg¢ Ma ze wspotczynnikiem O<a<1
Agregacja diagonalnej bezwymiarowej macierzy bezwladnosci a:i=0.1 M= ;—i 0

Md:=Agrg_B(N, Ma, MO, Ma) 0 a-de
(60 00 00 00 00 00O
002 00O 00 00 00 OO
00 120 00 00 00 00O
00 004 00O 00 00 OO
00 00 120 00 00 OO

Md:OO 00 004 00O 00 00O
00 00 00 120 00 OO
00 00 00 004 00 OO
00 00 00 00 120 0O
00 00 00 00 00400
00 00 00 00 00 60
[0 0 00 00 00 00 00.2]



www.mathcad.com

Diagonalna macierz bezwtadnosci elementow belki, w ktorej pominieto bezwladnosé obrotowq

1 ooo
Le 1
Le* | 0 00 Mb 0O .Le’ — 0
M= 1 M=n-1"9 MJ = Mb:=| de
— 0 00
Le n a3
000 Bi=1=(5.76-10"") s

Agregacja diagonalnej bezwymiarowej macierzy bezwladnosci z pominieciem bezwitadno$ci obrotowej

Mr:=Agrg_B(N,Mb, MO, Mb)
(050000000000 O]
O 0000000000 O
O 0100000000 O
O 0000000000 O
O 0001000000 O

Mr—|0 0000000000 O
O 0000010000 O
O 0000000000 O
O 0000000100 O
O 0000000000 O
O 0000000000.50
0 0000000000 O]
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1. Bezwymiarowa konsekwentna macierz bezwladnosci M= Mk
2. Bezwymiarowa diagonalna macierz bezwtadnosci M= Md
3. Bezwymiarowa diagonalna macierz bezwtadnosci M= Mr

bez bezwtadnosci rotacyjnych

M:=Md - przyjmujemy macierz diagonalnq, ktora ulatwi obliczenie czestoSci wiasnych

Uwzglednienie warunkéw brzegowych

i:=1..Lr
w:=1 K =0 K :=0 K :=1 M :=0 M =1
w:=Lr—1 K =0 K :=0 K :==1 M :=0 M =1

K| K—0® ByoM| y=0 |M|=2.123366-10 Ml=M"

Poniewaz diagonalna macierz bezwtadnosci nie jest osobliwa, mozna zadanie doprowadzié¢ do standardowego zadania na wartosci wlasne.

Mnozqc wyrazenie w nawiasie kwadratowym lewostronnie przez odwrotno$é macierzy bezwladnosci M1, mamy:

|M1oK—a)2.ﬁd-I|=O @ By=0

Iloczyn M1*K nie jest macierzq symetryczng jak to wymaga
standardowy problem wartosci wiasnych, ale gdy korzystamy z
funkcji MathCada "eigenvals" nie musimy symetryzowac

macierzy M1*K
o
@:=A\[—
V By

o:=eigenvals (M1 K) w:=sort(®)

11.611008]

46.117591
101.525192
144.337567
144.337567
167.567469
645.497224

rad

Analitycznie obliczone czestosci wiasne

11.63144 |

46.525761
104.682963
186.103045
290.786008

418.731852

rad
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Roéznice wynikajqce z réznych 1 : . . - : .. : .
ynkdjq y Jak widaé, wyliczone analitycznie czestosci sq wieksze niz wyliczone numerycznie

metod obliczeniowych [ 0.020432] z uzyciem macierzy diagonalnej z elementami bezwladnosci obrotowe;j.
0.40817 Wuynika to stqd, ze réwnanie réozniczkowe (1) nie uwzglednia bezwtadnosci
. _ | 3.157771| 1 obrotowej, wiec mamy mniejszq "bezwladnos$é analitycznq" a stqd wyzsze
=1..rows <C‘)A> 6{‘ Wa,— @, 6= 41.765478| s czestosci wiasne.
146.448441
1251.164383 | Nes
[0.000017] 0.187967
0.000513 2.862592
Gdy zmniejszymy 1000 razy bezwladnosé obrotowq (biorgc 0.004746 5. 13.479993 a=1
a=0.001 w rownaniu na macierz bezwitadnosci) otrzymamy 60.001= O. 025154 "1 41.765478 B
duzo mniejsze roznicze w wynikach analitycznych i MES: O. 096151 146.448441
0.296993 | 271.685943 |
[ 0.020432 |
0.40817
3.157771 _
%1%\ 41765478 | @01
146.448441
1251.164383 |
0.00329
0.144559
_| 2.064686 _
%001=| 41 765478 @=0.01
146.448441
Kontynuacja na nastepnej stronie.... | 249.705026 |
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Przypadek osobliwosci macierzy bezwladnosci
Ten przypadek ma miejsce gdy pominiemy bezwtadnos¢é obrotowq w macierzy mas

M:=Mr - przyjmujemy macierz diagonalnq, bez bezwladnosci obrotowej

Uwzglednienie warunkéw brzegowych

i:=1..Lr
w:=1 K =0 K =0 K :=1 M :=0 M =1
w:=Lr—1 K =0 K =0 K :=1 M :=0 M =1

K| K—0” B,-M] y=0 |M|=0 |K|=2.48832-10

Poniewaz macierz bezwtadnoSci jest osobliwa, nie mozna doprowadzi¢ poprzednim sposobem do standardowego zadania wartosci

Kl=K"

wlasnych. Odwracamy w takim wypadku macierz sztywnosci i otrzymujemy standardowq postaé zadania:

1
---------- > o=

K1-K—”B,-K1-M|=0 =—
@« By

o:=eigenvals (K1 - M) o:=sort (o)

Poniewaz dostaniemy teraz duzo zerowych wartosci wlasnych to nie
mozna ich uzy¢ do obliczenia czestosci wiasnych bo bedziemy mieli
dzielenie przez zero

Trzeba odrzuci¢ ne zerowych wartosci z poczqtku wektora o.
Aby to zrobi¢ musimy obliczyé no, albo lepiej n1i, czyli pierwszy
niezerowy wyraz w wektorze o.

Mozna to zrobié "recznie" ale w przypadku wiekszych zadan to jest
ktopotliwe i zaburza automatyzm algorytmu.
(! Zadnych recznych "roboétek"” w komputerowych rachunkach!)

nl:=Find_nl(o) nl=7

o1:=submatrix(o,nl,rows(o),1,1)

Lub "elegancko": o1:=submatrix(o, Find_nl(o),rows(0),1,1)

W=

|K1-M—0-1=0

0By

Find_nl1(v):=

nl—0
for i€ rows(v).. 1
if v>0
H nl—i

nl
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-<or(\/zr.5)
@:=sort
ol '.Br

Roéznice zmniejszajq sie wraz ze wzrostem liczby

11.630059]

41.666667
41.666667
46.410707

102.740115
1169.182036 |

rad

elementow skonczonych dla N=40 mamy:

0
0.00002
%40=| 0.001289
0.004981

0.000227 |

10.015112]

1-1[)*2E
1-1[)’«‘E
1-1[)*1;
1-1[)”)E
1-1[)"’E
1-141*7;

110734

rad

1418.731852

11.63144 |

46.525761
104.682963 | rad
186.103045| s
290.786008

Roznice wynikajqgce z réznych
metod obliczeniowych

(1.381171-1072]
4.859095
. 6.30163-10 rad
i:=1..rows(w S:=w, —@ 6= -
(@) i 1.396923.10% | s
1.880459.10%
| 2.495498.10° |
=5 o, —o =(1.381171.107%) 122
S

W skali logarytmicznej ta zbiezno$¢ jest"prawie liniowa"!

U 3.548559-
3 1.992366-
16 1.211635-
20|  &:=|4.946518.
32 7.520953-
40 3.077947-

| 64 | 4.685426.

B

10

100

107°]
107*
107°
107°
1077
1077

107°]

za

Uwagi koncowe

Jak widaé dla belek najwygodniej jest stosowaé¢ macierz
diagonalng ze "zmniejszonymi” bezwtadnosciami
obrotowymi, oczywiscie jezeli chcemy uzyskaé zgodnosé z
wynikami analitycznymi dla belki Bernoulliego.

Przy macierzy konsekwentnej doprowadzenie do postaci
standardowej jest mozliwe przy zastosowaniu faktoryzacji
Cholesky'ego, ale dla belek nie ma to chyba sensu.

Przy elementach powierzchniowych jest konieczne.
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