ROZDZIAL ll. STATYKA PLASKICH KONSTRUKCJI KRATOWYCH

Kratownice ptaskie sg jednym z najczesciej stosowanych typow konstrukcji. Budowa kratownicy sprawia, ze jest to uktad ekonomiczny
pod wzgledem cigzaru, tzn. stosunek ci¢zaru konstrukcji do sit, ktére potrafi ona przenies¢ wyraza si¢ matymi liczbami. Sprawia to budowa
kratownicy, w ktorej zalozono, ze obcigzenia (sity skupione) bedg dziataly tylko na wezly (wyjatkiem jest tu obcigzenie termiczne i
grawitacyjne) a prety beda taczone z weztami przegubowo. Mimo, ze wigkszo$¢ konstruowanych w ostatnich latach konstrukceji kratowych to
kratownice o sztywnych weztach (a wigc w zasadzie sg to konstrukcje ramowe - omawiane w rozdziale IV), to metody rozwigzywania zadan
dotyczacych statyki kratownic o weztach przegubowych zajmuja bardzo wazng pozycje w zakresie inzynierskich metod obliczeniowych. Uktad
kratownicy ptaskiej o przegubowych weztach jest najprostsza konstrukcja, na przyktadzie ktérej mozna pokazaé istote¢ metody elementow
skonczonych, bez zaprzatania uwagi skomplikowanymi szczegdtami. Z tego powodu rozdzial ten bedzie rozbudowany i nieraz moze nazbyt
drobiazgowy, ale w dalszej czesci ksigzki bedziemy ciagle wraca¢ i powolywac si¢ na rownania i zalezno$ci przedstawione tutaj. Co wiegcej,
mimo prostoty konstrukcji wigkszo$¢ metod i szczegdtow zwigzanych z algorytmem MES pozostanie wazna dla pozostatych, bardziej ztozonych

konstrukcji.

2.1. PODSTAWOWE ZWIAZKI I OZNACZENIA

Zaktadamy, ze pret kratownicy plaskiej (bedziemy go czgsto nazywali elementem) jest prosty, jednorodny (tzn. wykonany z
jednorodnego materiatu, o stalym przekroju poprzecznym, bez pekniec i otwordw) i taczy wezty i (wezet poczatkowy) oraz j (wezet koncowy).
Oznaczenia weztow literami |, j sg oznaczeniami lokalnymi, jednakowymi dla wszystkich pr¢tow i ich zadaniem jest orientacja elementu. Dla
odrdznienia wezty konstrukeji maja tez numeracj¢ globalna, ktora pozwala je zidentyfikowaé. Globalne numery weztow oznaczone sg jako n;
(globalny numer we¢zta poczatkowego - i) oraz nj (globalny numer wezta koncowego - j). Wezet kratownicy plaskiej moze poruszac si¢ tylko po

ptaszczyznie XY , ma wigc jak okreslamy to w mechanice dwa stopnie swobody, gdyz do wyznaczenia jego polozenia w danej chwili nalezy
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podac¢ dwie wspotrzedne. Potozenie wezta i konstrukcji nieodksztatconej bedzie okreslone jego wspotrzednymi poczatkowymi X;, Y; wzgledem
uktadu wspotrzednych, ktory uzywany jest do opisu catej konstrukcji. O takim uktadzie wspotrzgdnych moéwimy, ze jest to uktad globalny, jego
osie oznaczone bedg duzymi literami X, Y. Polozenie we¢zta i po deformacji spowodowanej obcigzeniem, okreslone jest podaniem dwoch
sktadowych wektora przemieszczenia wezta Uix, Uiy. Ten sposéb opisu ruchu konstrukceji nazywany jest w mechanice opisem Lagrange’a. Opis
niektorych zalezno$ci migdzy sitami i przemieszczeniami elementu znacznie si¢ upraszcza, gdy wprowadzimy lokalny uktad wspotrzednych,
ktory oznaczaé bedziemy matymi literami X, y. O$ X tego uktadu pokrywa si¢ z osig preta i ma poczatek w wezle poczatkowym i, o y jest
prostopadta do osi X i skierowana w ten sposob, aby osie Z uktadu globalnego i z uktadu lokalnego miaty ten sam zwrot i kierunek. Poniewaz
przyjmujemy, ze oba uktady wspotrzednych sg prawoskretne, to 0§ y mozna otrzymac obracajac o$ X przeciwnie do ruchu wskazowek zegara 0

kat /2.

Najwazniejsze oznaczenia, kierunki, zwroty wektoréw oraz uktady wspotrzednych pokazane sg na Rys.2.1
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Rys.2.1

Przemieszczenia i sity wezlowe elementow zapisywane beda przy uzyciu macierzy kolumnowych, ktore bedziemy nazywa¢ wektorami.

Wprowadzimy nastepujace oznaczenia:
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+ Wektor przemieszczen weztowych wezta poczatkowego i oraz koncowego j w lokalnym uktadzie wspotrzednych

(2.1)
Upx
u'; = ,
+ Wektor przemieszczen weztowych elementu e w lokalnym uktadzie wspotrzednych
Uiy
e @2
u Jx

+ Wektor sit weztowych wezta poczatkowego i i koncowego j w lokalnym uktadzie wspotrzednych

F F.
" I "o Jx (23)

iy Jy
+ Wektor przemieszczen weztowych elementu e w lokalnym uktadzie wspoirzgdnych

ix

f'e{f.’}: T | (2.4)
Fj
FJ

2.2. MACIERZ SZTYWNOSCI ELEMENTU KRATOWNICY PLASKIEJ W LOKALNYM UKEADZIE WSPOLRZEDNYCH

Poszukujemy zwigzku miedzy wektorami sit 1 przemieszczen wezlowych (por. rozdz. 1), ktory niezbedny jest, gdy pragniemy

wprowadzi¢ przemieszczenia w¢zldw do réwnan rownowagi:
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K'“u“="1". (2.5)

Ogolna metoda budowania takiego zwigzku polega na wykorzystaniu zasady pracy wirtualnej (por. rozdz. I), jednak w tym przypadku
odstgpimy od niej na korzy$¢ jasnosci jaka daje podej$cie statyczne. Mozliwa jest ona w przypadku tak prostych elementow jak elementy
pretowe.

Rownania rownowagi dla elementu e (Rys.2.1) prowadza do nast¢pujacych zwigzkow:

D F =F +F, =0;

sz:Ey"'FJ)/:O; (26)

> M, =F,L=0;

stad otrzymujemy:

Fy =0 Fy =0; F, =-F

e (2.7)

Poniewaz uktad trzech rownan rownowagi (2.6) lub (2.7) zawiera cztery niewiadome, zadanie jest statycznie niewyznaczalne.
Konieczne jest utozenie dodatkowego rownania, aby mozna byto wyznaczy¢ sity weztowe. Rownanie to powinno wykorzystywac zwiazki
mig¢dzy przemieszczeniami weztow elementu a sitami wewngtrznymi. Zwigzki te zawiera np. prawo Hooke’a zapisane dla przypadku osiowego

rozciggania prostego, jednorodnego preta (Rys.2.2)

_NL (2.8)
EA’

gdzie N jest sitg osiowa w precie (dodatnia warto$¢ sity osiowej oznacza zawsze rozcigganie), L - dtugoscia preta, AL - przyrostem dlugos$ci preta

wywolanym przez rozcigganie sita N, E - modutem Younga materiatu, z ktérego pret jest wykonany, A - polem przekroju poprzecznego preta.
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Rys.2.2

Porownujac Rys.2.1 i Rys.2.2 zauwazymy proste zwiazki migdzy sitami weztowymi dziatajacymi na pret: Fiy, Fix (Rys.2.1) oraz sila
osiowa N (Rys.2.2):
Fy=-N;F,=N. (2.9)

Zwiazki te jak widaé spetniaja tozsamosciowo trzecie z rownan rownowagi (2.7).

Przyrost dlugosci preta wywotany rozeigganiem zwigzany jest w oczywisty sposob z przemieszczeniami osiowymi koncow preta:

AL=u; —u,, (2.10)

co po wstawieniu do rownania (2.8) prowadzi do zwigzku:

N=E—LA(u

). (211)

Biorac pod uwage zaleznosci miedzy sitg osiowa w precie a sitami weztowymi (2.9) otrzymamy po uwzglednieniu rownania (2.11):

Fy :%(uzx _ujx); F;, :ETA(_”ix +ujx); (2.122)
F,=0; F, =0. (2.12b)

Otrzymane zwigzki sg poszukiwanymi zalezno$ciami (2.5) miedzy sitami weztowymi a przemieszczeniami weztow elementu

kratownicy plaskiej. Zapiszemy je jeszcze raz w odmiennej formie:
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EA g _EA Ui Fir
L L
0 0 0 0 uy |=| Fy | (2.13)
NECS VI R I U Fix
L L
Forma ta prowadzi po uwzglednieniu oznaczen (2.2), (2.4) i (2.5) do rownania:
49 _E4 g
L L
K'¢ = 0 0 0 0 , (214)
_EAL oy B4
L L
0 0 0 0

ktore definiuje macierz K'® zwana macierza sztywnosci elementu kratownicy ptaskiej. Macierz w formie podanej w rownaniu (2.14) wyraza
zwigzki miedzy wektorem u'® a wektorem sit weztowych elementu f'¢ w lokalnym uktadzie wspotrzednych.

Struktura macierzy sztywnos$ci K'® umozliwia uproszczenie jej zapisu:

Jo-=J (2.15)
K'“ = , '
M
gdzie J' jest macierzg kwadratowg zdefiniowang nastepujgco:
y_E41 0 (2.16)
L|0 O

38



2.3. OBROT WEKTORA WEZLOWEGO. ZMIANA UKEADU WSPOLRZEDNYCH

Posta¢ macierzy sztywnos$ci elementu okreslona w lokalnym uktadzie wspoirzednych nie jest wygodna w dalszych rozwazaniach, w
ktorych bedziemy operowali macierzami roznych elementéw. Najwygodniejsza metodg jest sprowadzenie wszystkich macierzy do postaci, ktore
sg okreslone w jednym, wspolnym uktadzie wspotrzednych. Uktad taki nazywany bedzie globalnym uktadem wspotrzednych. Moze by¢ to uktad
dowolnego typu: kartezjanski, biegunowy, krzywoliniowy. Dla kratownicy najwygodniejszy jest kartezjanski uktad wspotrzednych. W ukladzie
globalnym podane sg zwykle wspoirzedne weztéw konstrukeji.

Sprowadzimy teraz macierz sztywnoS$ci elementu do ukladu globalnego. Rozpoczynamy przeksztalcenia od znalezienia zwiazkéw dla
obrotu pojedynczego wezta:

Uy = Uy, COSAL— Uy, SINAL, (2.17)
Uy = U, SINOL+ Uy, COSAL,

lub w postaci macierzowej:

Ug | |€ =S| Uy (2.18)
wy | |s ¢ |ty]

gdzie ¢ =cosa., s=sina.
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Rys.2.3
Oznaczajac:
Uu:
u, :{ 'X} (2.19)
Uiy
i biorgc pod uwagg oznaczenia (2.1) otrzymamy:
u; = Riu'i , (220)
c —8
gdzie R, ={ } (2.21)
S C

jest macierza obrotu wektora u'; z uktadu lokalnego do globalnego.

P<w
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Bedzie potrzebny nam takze zwigzek odwrotny:

u = (Ri)fl u,, (2.22)

gdzie (R ; )_1 jest macierza odwrotng do R;, tzn. majaca ta wlasnosé, ze

R,(R,) " =T, (2.23)

a | jest macierza jednostkowa:

1{1 O] (2.24)
0 1

Macierz R; jak inne macierze obrotu ma t¢ wlasnosc¢, ze

(R)"=(r,)". (2:25)

tzn. R jest macierza ortogonalng. Wyznacznik takiej macierzy jest rowny 1, tzn. det(R;)=1; det(RI-)T =1. Wiasnos$¢ (2.25) macierzy R; tatwo

sprawdzi¢ bezposrednim rachunkiem:

R(R)T_C —s|]e S_02+S2 cs — sc _1 0:1
AT s e |l=s el |sc—es 2452|001 '

Macierz obrotu elementu sktadac si¢ bedzie z blokdw macierzy obrotu weztow:

R. O
._|Ri (2.26)
o n)

gdzie R; jest macierza obrotu wezla poczatkowego, R; jest macierza obrotu wezta koncowego elementu, a O jest macierza zerowa. Na ogot
macierze obrotu R; i R; sa identyczne (jest tak dla elementéw prostoliniowych), gdyz katy obrotu wektoréw w wezle i oraz w wezle | sa

jednakowe. Poniewaz elementy kratownic sg prostoliniowe mozemy zapisa¢ R; =R;.
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Ostatecznie zwigzki miedzy wektorami przemieszczen wezlowych elementu wyrazonych w lokalnym 1 globalnym ukladzie

wspotrzednych majg postac:

u’ = Ru'® (227)
u'e=(Re)Tlle (2.28)

Relacja migdzy sktadowymi wektora sit weztowych w uktadzie lokalnym 1 globalnym jest analogiczna:
f. =R, 1" (2.29)

oraz

r,=(R,)f,, (2.30)

f(:‘ — Refve ' (231)
£=(R¢) £°. (2.32)

2.4. MACIERZ SZTYWNOSCI ELEMENTU W GLOBALNYM UKLADZIE WSPOLRZEDNYCH

Mnozac lewostronnie rownanie (2.5) przez macierz obrotu R i uwzgledniajac zwiazek (2.28) otrzymamy:
R°K"(R¢) u‘=R1" (233)

Prawa strona tego rownania rowna jest f°na mocy zwigzku (2.31), tak wigc po wprowadzeniu oznaczenia:

Ke — ReKve (Re)T (234)
otrzymamy:
f'=K°u®, (2.35)
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co daje nam poszukiwany zwigzek miedzy sitami i przemieszczeniami weztowymi elementu w globalnym uktadzie wspotrzgdnych.

Po wykonaniu mnozen wystepujacych w rownaniu (2.34) otrzymamy:

J -J
K° = ' (2.36)
-J J
) EA|c*  sc (2.37)
dzie J =— . '
J L Lc sz}
Posta¢ (2.37) macierzy J mozna zamieni¢ na rownowazng, w ktorej nie beda wystepowaly funkcje trygonometryczne, zauwazmy, ze:
L L
c=c0s0c=TX,0raZ s=sino = —. (2.38)

Po podstawieniu tych zwigzkow do (2.37) otrzymujemy:

CEA| Ly Lyl (2.39)
I|LyL, L,

Zadanie 2.Z1 ilustruje uzycie rownania (2.37) do wyznaczenia wspotczynnikow macierzy sztywnosci elementow kratownicy plaskiej.

2.5. ROWNANIA ROWNOWAGI WEZEA I AGREGACJA MACIERZY SZTYWNOSCI

Zastepujac istniejgce prety (elementy) kratownicy sitami wezlowymi otrzymamy zbior weztdéw (mozna je traktowaé jak punkty
materialne o dwoch stopniach swobody) obcigzonych sitami skupionymi pochodzacymi od elementéw lub obcigzenia zewnetrznego. Warunki

rownowagi wezta zapisujemy nastgpujaco:

ZP :i(_Fne)k()+RqX =0,
k=1 (2.40)
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Eﬂ

> B = (- F)+ By =0,

k=1

gdzie oznaczono:
F% - sktadowa X-owa sity wezlowej z elementu o numerze ey dzialajacej przy wezle n,
P . - skladowe X-owa sity zewnetrznej dziatajacej na wezel n,

E, - 1lo$¢ elementow dotaczonych do wezta n.

Rys.2.4

Przeksztatcimy teraz uktad roéwnan (2.40) do postaci zawierajacej przemieszczenia weztow:
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124

[Ki, Ki o K, . Ky, Ju=p, (2.41)

W réwnaniu (2.41)
Cu, ]
u,
u= u oznacza globalny wektor przemieszczen weztowych konstrukeji,
i
uy

P
P, = { nX} jest wektorem sit zewnetrznych dziatajacych na wezet n,
nY

macierze Kj, sg macierzami kwadratowymi o wymiarach 2x2 okreslonymi nastepujaco:

EH
gdyi=n- K,, = >.J%, (2.42)
k=1

€., ...€ ...ey - sg numerami elementow dofaczonych do wezta n,
gdy i # n oraz wezty n, i nie sa potaczone bezposrednio zadnymi elementami, to K,, =0,
gdy i # n oraz wezty n, i potaczone sa elementem o numerze e - K,, =-J°,

J¢- oznacza tu blok macierzy sztywnos$ci elementu e (por. rown. (2.37)).

Uktadajac rownania rownowagi (2.41) dla wszystkich weztow konstrukcji otrzymamy ostateczng postaé rownan stuzacych do

wyznaczania przemieszczen wezlow kratownicy:
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Ky | Ky K, Ky Uz P2
Knl KnZ Knn KnN Un Pn
Ky, i Ky, - Ky, Ky Uy Py
lub Ku=p (2.43)

Macierz K uktadu réwnan (2.43) jest globalng macierzg sztywnosci konstrukcji, wektor u - globalnym wektorem przemieszczen
weztowych, wektor p - globalnym wektorem sit weztowych konstrukcji.

Numerujgc odpowiednio wezly mozna doprowadzi¢ macierz K do postaci pasmowej (por. Zad.2.Z1), ktora charakteryzuje si¢ tym, ze
rézne od zera sktadowe macierzy wystepuja na jej gléwnej przekatnej oraz w niewielkiej odlegtosci od przekatnej. Macierz K jest macierza
symetryczng tzn. jej skladowe spetniaja réwnanie:

K; =K; lub K=K" (2.44)

ktore wynika z zasady wzajemnosci prac (por. rozdz. I). Sktadowe K, lezace na gtownej przekatnej macierzy sg zawsze dodatnie:
K, >0 (2.45)
CO jest bezposrednim wnioskiem z definicji (2.37) i (2.42).

Zerowa skladowa Ky, $wiadczy o geometrycznej zmiennosci konstrukeji 1 powinna by¢ usuni¢ta przez odpowiednig zmiang schematu
geometrycznego. Macierz K jest w postaci przedstawionej rownaniem (2.43) macierza osobliwg (tzn. |K|=0), wigc uktad réwnan (2.43) nie moze
by¢ rozwiazany bez jej modyfikacji, ktora polega¢ bedzie na uwzglednieniu warunkow brzegowych. Zajmiemy si¢ tym w nastgpnym punkcie

tego rozdziatu. Proces budowy globalnej macierzy sztywnos$ci nazywamy agregacja macierzy. Moze on by¢ przeprowadzony roéwniez
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odmienng metoda, opisang w rozdz. I, wymagajaca tworzenia macierzy potaczen. Wielko$¢ tych macierzy sprawia, ze operowanie nimi jest
niewygodne, wigc rzadko uzywa si¢ tej metody w komputerowych implementacjach algorytmu MES. Duzo prostsza metoda jest przedstawiona
réwnaniami (2.41), (2.42) metoda dodawania blokow macierzy. Posta¢ rownan macierzowych (2.41) i (2.42) moze wydawac¢ si¢ skomplikowana,
ale w rzeczywisto$ci mamy tu do czynienia z bardzo prostymi operacjami wstawiania blokow. Metode te najlepiej objasnia pogladowy rysunek

Rys.2.5.
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Globalny numer
wezla poczatkowego

Numery
wezlow 1
1

n;

2

elementu

Globalny numer
wezla koncowego

nn

elementu

Je

K=

-Je

Rys.2.5
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Znaki "+" przy strzatkach wskazujacych miejsce lokowania blokéw K¢ oznaczaja, ze bloki J¢ nalezy doda¢ do istniejacej zawartosci

»komorek” macierzy K, , lub K a bloki — J¢ lezace poza przekatng doda¢ do ,.,komorek” K, lub K, ., - W przypadku kratownicy, gdzie

n ;
nn; nn

wezly faczone sa na ogot jednym elementem, bloki lezace poza gtdowna przekatng zawierajg tylko pojedyncze macierze — J°. Bloki lezace na
gtownej przekatnej, K,, zawierajg sumy tylu macierzy J ¢, ile elementow dotaczonych jest do wezta n;. Odpowiedni przyktad liczbowy

objasniajacy technike agregacji macierzy sztywnosci zawiera Zadanie 2.Z1.

2.6. WARUNKI BRZEGOWE

Jak juz wspomniano w poprzednim punkcie tego rozdziatu globalna macierz sztywnos$ci konstrukcji bezposrednio po agregacji jest
najczesciej osobliwa tzn. jej wyznacznik jest rowny zero. Poniewaz uktad roéwnan (2.43) musi mie¢ jednoznaczne rozwigzanie dla zagadnien
statyki to fakt ten zmusza nas do zmodyfikowania globalnej macierzy sztywnosci tak, aby mozliwe bylo rozwigzanie uktadu rownan liniowych
(2.43). Powodem osobliwosci macierzy K jest brak informacji o podporach konstrukcji. Nigdzie dotychczas nie wykorzystywaliSmy informacji o
warunkach podparcia, nalezy wigec zastanowic si¢ co oznacza podparcie wezta.

Dla kratownic ptaskich mozliwe sg dwa rodzaje podpor: podpora przegubowa i przegubowo-przesuwna. Schematyczny rysunek
podpory przegubowej przedstawiono na Rys.2.6a. Podpora ta uniemozliwia ruch we¢zta w dowolnym kierunku, tzn.:
uy =0, u, =0. (2.46)

Proba przesunigcia wezta podporowego r wywola w podporze przegubowej powstanie reakcji o dwoch sktadowych Ry i Ry (Rys.2.6b), ktore

przeciwdziatajg przesunieciu wezta. O podporze tej mowi si¢ tez, ze zapewnia sSwobodne podparcie wezta.
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Rys.2.6. Rodzaje podpor kratownicy ptaskiej

Nastgpna podpora przedstawiona schematycznie na Rys.2.6b nosi nazwe przegubowo-przesuwnej, zezwala na ruch wezta tylko wzdhiz
jednej prostej, uniemozliwia wigc przesuwanie wezta prostopadle do kierunku tej prostej. Reakcja, ktora powstaje w podporze przegubowo-
przesuwnej jest prostopadta do kierunku przesuwu (Rys.2.6 b, c, d). Podpora ta moze wystgpowa¢ w kilku wariantach, dwa najczgscie;
spotykane (pokazane na Rys.2.6 b, ¢) daja bardzo proste warunki podparcia:

- podpora przesuwna wzdhuz osi Y globalnego uktadu wspotrzednych (Rys.2.6b)
u, =0, (2.47)
- podpora przesuwna wzdhuz osi X globalnego uktadu wspoétrzednych (Rys.2.6¢)
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u,, =0. (2.48)

Trzeci wariant podparcia przesuwnego sprawi nam troche klopotu przy opisaniu warunkéw brzegowych, gdyz kierunek reakcji na tej
podporze (Rys.2.6d) nie jest rownolegly do zadnej z osi globalnego uktadu wspotrzednych. Jest to istotne z tego wzgledu, ze rownania
rownowagi (2.40) prowadzace do rownania (2.43), zapisane zostaly w globalnym uktadzie wspoitrzednych. Na podporze z przesuwem
nierownoleglym do zadnej z osi uktadu globalnego (bedziemy takie podpory nazywali podporami ukosmymi) musimy zrezygnowaé z tego
wygodnego podejscia i zapisa¢ je w ukladzie X'y', zwigzanym z podpora. Uktad X'y' obroécony jest w stosunku do uktadu globalnego o kat o'
(Rys.2.6d). Metode¢ transformacji rownan réwnowagi dla wezta podporowego do uktadu lokalnego omoéwimy w nastgpnym punkcie, teraz
skupimy si¢ na opisie warunku brzegowego. Warunek braku mozliwosci ruchu wzdtuz osi y' zapiszemy analogicznie jak (2.48):

u,, =0. (2.49)

Rownania, opisujace warunki brzegowe ((2.46) ... (2.49)) daja nam gotowe wartosci przemieszczen w weztach podporowych, tak wiec
cze$¢ rownan uktadu (2.43) powinna zosta¢ usunigta, gdyz zawiera ona nieznane sity dziatajace na wezty podporowe (reakcje wigzow). Zamiast
tych réwnan wstawi¢ mozna do uktadu (2.43) réwnania warunkéw brzegowych (np.(2.46)). Operacje taka wykonuje si¢ zwykle przez

modyfikacje cze$ci rownan (2.43).
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Jezeli m oznacza globalny numer stopnia swobody, ktory zostaje wyeliminowany warunkiem brzegowym: u, =0, modyfikujemy

wtedy wiersz o numerze m w globalnej macierzy sztywnos$ci K, zastepujac go wierszem zawierajacym zera i jedynke w kolumnie m:

Kyn Ky o Ky, Ky, U Py
Ky | Ky Ko Koy, Uz P2
0 0 1 0 Um _ 0
i Ky i Ky, - 1Ky, Kyn 1l Uy, 1L Py, i
lub K u=p’. (2.50)

Zmodyfikowac tez nalezy wektor obcigzen weztowych p tak, aby rownanie m miato zero po prawej stronie. Zmodyfikowane macierze
oznaczone zostaty w rownaniu (2.50) géornymi indeksami o, r.
Modyfikacja macierzy sztywnos$ci zaburza jej symetri¢, gdyz K,, =0 ale K,, =0 gdy i =m (por. (2.50)). Brak symetrii macierzy

sztywnoS$ci nie uniemozliwia rozwigzania rownan rownowagi (2.43), ale znacznie obcigza pamigé komputera przechowujacego wspotczynniki

Kij czy to w pamigci operacyjnej (RAM) czy tez zewnetrznej (dysk) oraz wydluza czas rozwigzania uktadu réwnan (por. dodatek 2). Sprobujmy

zatem przywroci¢ symetrie macierzy K°(2.50). Zauwazmy, ze wyrazy znajdujace si¢ w kolumnie o numerze m mnozone sg przez zerowsg
warto$¢ przemieszczenia Uy, nic wigc nie stoi na przeszkodzie, aby wyzerowaé rowniez wspotczynniki w kolumnie m (poza jednym
umiejscowionym w wierszu m, ktoéry musi pozosta¢ rowny 1), gdyz wynik mnozenia bgdzie jednakowy. Zerowanie kolumny przywrdci symetrig

macierzy sztywnosci:
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K, K, 0 Ky
K, K, 0 K,y
K = : : : : (2.51)
0 0 1 0
Ky, Ky, 0 o Ky

Ostatecznie rozwigzujemy rownanie
lub K"u=p", (2.52)
ktorego macierz K'jest symetryczna i przy odpowiednim doborze warunkéw brzegowych nie osobliwa, tzn.detK” = 0. Na podstawie

twierdzenia o dodatniej warto$ci energii odksztatcenia (rown. 1.45, rozdz. I) mozna tez wyciagna¢ wniosek, ze macierz K" musi by¢ dodatnio

okreslona, wigc:

detK” > 0. (2.53)

Zatem uktad rownan (2.52) ma jednoznaczne rozwigzanie.

W matych systemach (programach) MES pozostawia si¢ zwykle macierz K’'w postaci jak w rownaniu (2.51), duze systemy

przygotowane do rozwigzywania zadah opisywanych wieloma tysigcami roOwnan, usuwaja zwykle wiersze 1 kolumny zawierajace zera z

macierzy K" oraz wektora p”, aby zmniejszy¢ rozmiary rozwigzywanego problemu. Podejscie takie wymaga dodatkowej modyfikacji macierzy

K", nowego ponumerowania stopni swobody konstrukcji. Poniewaz nie jest ono $ci$le zwigzane z MES, ale raczej z komputerows

implementacjg algorytmu MES, nie bedziemy go tu omawiac.
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27.  TRANSFORMACJA MACIERZY SZTYWNOSCI DLA PODPOR ,,UKOSNYCH”

Omowimy teraz sposoby transformacji macierzy sztywnosci elementu dotaczonego do wezta podpartego podpora ,,ukosng” (Rys.2.6d).
Uktad wspotrzednych x'y' dobieramy tak, aby kierunek reakcji podporowej pokrywat si¢ z osig y' a linia przesuwu rownolegta byta do osi X'
(mozliwy jest oczywiscie odwrotny wybor lokalnego uktadu wspoétrzednych). O$ X' obrocona jest w stosunku do osi X uktadu globalnego o kat
o, ktory bedziemy uwazali za dodatni wowczas, gdy obrét od osi X do X' wykonywany bedzie przeciwnie do ruchu wskazowek zegara. Rys.2.6d

pokazuje dodatni zwrot kata o',

Jezeli rownania rownowagi wezla podporowedo r zapiszemy w ukladzie X'y', to warunek brzegowy na tej podporze okresli rownanie
(2.49). Sprobujmy wykonac potrzebng transformacje. Wykorzystamy w tym celu zwigzki (2.20) i (2.22), ktore postuzyly nam w p.2.3 do
przejscia z uktadu lokalnego elementu do uktadu globalnego.

Wektor sit weztowych w wezle r wyrazimy zatem nast¢pujaco:

Fr ¢ s Fx
k ry' s F;~Y ,
lub krocej

f = (R'r)Tf _ (2.54)

r

Wektor przemieszczen weztowych wezta podporowego transformujemy z uktadu lokalnego do globalnego nastepujaco:

U,.x ¢ = Uy

Uy - ' c' ury' y

lub w zwartej formie:

u =R' u' . (2.55)

r r r

W réwnaniach (2.54) i (2.55) oznaczylismy:
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c = )
R' = , ¢'=cosa’', s'=smnao'

a (R',)T jest transpozycja macierzy R', .
Zalozmy, ze element € taczy wezly ri oraz rj podparte ,,uko$nymi” podporami obroconymi o katy o', i a'; (Rys.2.7). Rownania
rownowagi w weztach i i rj zapiszemy wtedy w lokalnych uktadach wspétrzednych x'; ', w wezle rj oraz x'; y', wezle rj. Transformacja

wektorow sit 1 przemieszczen weztowych elementu e do tych uktadéw wyglada nastepujaco:

- wektor sit weztowych

fle — (Rle)TfE (2-56)

lub w formie rozwinigtej

v, |(R,) 0
S el

- wektor przemieszczeh weztowych:

ue — Rve uve (257)

u, R'r,. 0 “'r,.
lub u, | o R', |[u', |
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Rys.2.7

Podstawiajac zwigzek (2.57) do (2.35), a nastgpnie otrzymany wynik do (2.56) znajdziemy rownanie transformujgce macierz sztywnosci
elementu e z globalnego uktadu wspotrzednych do uktadéw podporowych:

f'@ — (R'E)TKGR'Q u'e (258)

Roéwnanie to uproscimy do postaci:

f!e — Kve uve , (259)
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w ktorej wykorzystamy podstawienie:
e e T epe
K'*“=(R*) K°R", (2.60)

definiujace macierz elementu w podporowych uktadach wspotrzednych.
Najczesciej jeden z katow o' (Rys.2.7) jest rowny zero, gdyz rzadko si¢ zdarza, aby pret kratownicy taczyt dwa wezly podporowe
podparte podporami uko$nymi. Macierz obrotu o kat zerowy jest macierza jednostkowa. (c¢'=1, s'=0), wigc macierz transformacji elementu

upraszcza si¢ do postaci:

re_| R0 (2.61)

0 I
gdy réownania dotyczace wezta koncowego pozostaja opisane w ukladzie globalnym, a transformujemy relacje sil i przemieszczen w wezle
poczatkowym r;, oraz

(0 (2.62)
ey o]

gdy transformacja dotyczy tylko wezta koncowego ;.
Obecnos¢ podpor ukosnych jak wida¢ komplikuje prosty algorytm MES przedstawiony w rozdz.I, gdyz wymaga dodatkowych
transformacji macierzy sztywnos$ci elementu przed agregacja macierzy globalnej. Sg tez inne, prostsze cho¢ przyblizone metody rozwigzania

tego problemu, ktére omowione bedg w nastgpnym punkcie dotyczacym elementéw brzegowych.

2.8. PODPORY SPREZYSTE I ELEMENTY BRZEGOWE

Nie wszystkie rodzaje podpor stosowane do podparcia kratownic dadza si¢ opisa¢ warunkami brzegowymi typu (2.47), (2.48), (2.49).

Istniejg podpory podatne, ktorych przemieszczenia zwigzane sg z reakcjg podporowa np. liniowym zwigzkiem typu:
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(2.63)

RrX = _th Uy

RrY = _thurY’
gdzie hyx jest sztywnoscig podpory w kierunku osi X a hyy jest sztywnoscig podpory w kierunku osi Y. Dobrym modelem takiej podpory jest

liniowa sprezyna pokazana na Rys.2.8.

R

>

Rys.2.8

Jezeli reakcje Ryx oraz Ry, dziatajace na wezel podparty sprezyscie, potraktowaé jak sity zewnetrze, to otrzymamy wektor sit

wezlowych zawierajacy nieznane przemieszczenia Urx, Ury:
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Pix 1 Pix
Py Py
Pax 2 Pax
Pay Pay
p= : : = : (2.64)
Rl‘)( r - thurX
RrY - thurY
Py x N Py x
PN”Y PN”Y

Oczywiscie taki wektor p nie moze by¢ uzyty jako prawa strona réwnania (2.43), gdyz nieznane wartosci przemieszczen weztowych
powinny si¢ znalez¢ po lewej stronie rOwnania. Przeksztalcimy teraz wektor p opisany rownaniem (2.64) w ten sposob, ze reakcje wezlowe
wezla sprezystego I przeniesiemy na lewg strong rOwnania rOwnowagi:

K'up’, (2.65)

gdzie K'jest macierza sztywnos$ci zawierajaca informacje o sprezystych podporach konstrukcji, a p” wektorem sit weztowych, w ktorym
zostaly uwzglednione warunki brzegowe (podpory sprezyste, po przeniesieniu zwigzkéw je opisujacych na lewg strong réwnania traktowaé

mozna teraz jak niepodatne), opisany rownaniem (2.50).
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Macierz K* opisana jest rtOwnaniem:

Ky, K, Ky, K me Ky 1
K, Ky Ko, Kooy K,y
K’ = K, K, K, +h.y K, (i) KmN” r (2.66)
K Ko Kinm  Konenyomen ey K,
Nn
Ky Ky, Ky m Ky ime) Ky,

gdzie m jest globalnym numerem pierwszego stopnia swobody wezta r. Przy stanaardowej numeracji m=(r-1)Np+1, gdzie Np jest iloscig stopni

swobody wezla. Dla kratownicy ptaskiej Np=2, wigc numer pierwszego stopnia swobody wezla r jest wtedy rowny m=2r-1.

Zmodyfikowana macierz sztywno$ci K* zawiera teraz na gtdéwnej przekatnej, w wierszach opisujagcych rownowage wezta r, sztywno$ci

podpdr sprezystych dodane do wyrazoéw sztywnos¢ elementéw konstrukcji. Taka interpretacja podpor sprezystych nasuwa pewien wygodny,

cho¢ uproszczony sposob uwzglednienia niepodatnych podpor. Zastepujemy je podporami sprezystymi o bardzo duzej sztywnosci, wstawiajgc na

przekatna macierzy sztywnosci liczby rowne np. H=1-10*". Sposéb ten obmyslit Irons [7], ktory mnozyt wyrazy lezace na przekatnej macierzy K
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w odpowiednim wierszu przez liczby rzedu 10°. Po wstawieniu duzej liczby na przekatna, zbedne sa zerowania wierszy i kolumn w macierzy K
oraz odpowiedniego wiersza w wektorze prawej strony p. Ma to szczegélne duze znaczenie przy duzych macierzach sztywnosci,
przechowywanych czgsto w innych strukturach danych niz tablice kwadratowe (por. dodatek 2). Prostota tego sposobu sprawia, ze jest on
powszechnie stosowany w komputerowych implementacjach algorytmu MES, zamiast metody doktadnej opisanej w p.2.6.

Podpory sprezyste podsuwaja tez pomyst uzycia specjalnego elementu podporowego, ktory moglby zastapi¢ wszelkie wigzy sprezyste,
jak 1 sztywne (ktore traktowacé nalezy jak sprezyste o bardzo duzej sztywnosci). Element ten obrécony wzgledem uktadu globalnego o kat o

pokazuje Rys.2.9.

Rys.2.9

Macierz sztywnosci takiego elementu mozemy tatwo otrzymaé z macierzy zwyklego elementu pretowego kratownicy opisanego
rownaniem (2.14) w lokalnym uktadzie wspotrzednych lub (2.36) w uktadzie globalnym. Nalezy mianowicie zastapi¢ sztywnosci preta EA/L,
sztywnoscig sprezyny elementu brzegowego k,. Poniewaz wezet 0 tego elementu z zatozenia jest zawsze nieruchomy, mozemy usungc¢ go z

uktadu réwnan co pozwala traktowac element brzegowy jak element o dwoch stopniach swobody:

61



2
c-  sc 2.67
K’ = k{ 2] (2.67)

gdzie analogicznie jak w rownaniu (2.37) ¢ =cosa, s =sina..
Gdy chcemy tym elementem zastapi¢ podpore niepodatng, przyjmujemy ky=H. Wielko$¢ liczby H zalezy od systemu komputerowego,

na ktorym ma zosta¢ uruchomiony program a w szczegolnosci od stosowanego typu liczb rzeczywistych (pojedyncza, podwdjna precyzja). Dla

wielu systemow mozna przyjaé np. H=1-10%.

29.  WEKTOR OBCIAZEN WEZLOWYCH PRZY OBCIAZENIU TEMPERATURA I CIEZAREM WEASNYM
Jak juz wspominali§my na wstepie tego rozdziatu jedynymi obcigzeniami kratownicy, ktore dziataja na elementy, a nie bezposrednio na
wezly, sa obcigzenia termiczne i grawitacyjne. Pokazemy teraz jak te obcigzenia sprowadzi¢ do znanego nam obcigzenia - sit skupionych

dziatajacych na wezly konstrukcji.
y A

N +At, N
—} 4

L ya

Rys.2.10

=V

Jak wiemy wzrost temperatury elementu wywotuje jego wydluzenie, ktére przy zatozeniu rownomiernego wzrostu temperatury na catej

dtugosci preta, opisane jest rownaniem:
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(2.68)

g, = =a,Af,,

AL
L
gdzie oy - jest wspotczynnikiem rozszerzalno$ci cieplnej materiatu, z ktérego wykonany jest element, At, oznacza przyrost temperatury wiokien

srodkowych (taczacych srodki ciezkosci przekrojow poprzecznych elementu).
Zaktadamy réwnomierny wzrost temperatury w catym przekroju, oraz jednorodno$¢ materiatu. Przyjmujac, ze element nie ma swobody

wydtuzenia sig, lecz jest ograniczony nieruchomymi wezlami, otrzymamy sitg osiowa, ktora powstaje wewnatrz elementu:

N = —j oL dA = —j EedA = —_[ Ec AtydA = —Eq At A, (2.69)
A A A
gdzie E oznacza modut Younga materiatu, A - pole powierzchni przekroju poprzecznego elementu.
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PNHX

N,Y

n;

Globalny numer
wezta poczatkowego
elementu

Globalny numer
wezla konicowego
elementu
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F} = EAo,At, cosal Fjy =—EAa,At, cosa
Fy = EAo, At sina, Fjy =—EAa,At, sina
Rys.2.11

Wektor sit weztowych elementu wywolanych temperaturg, zapisany w lokalnym uktadzie wspotrzednych xy jest zatem rowny:

0
' = Edo, At (2.70)

po transformacji do uktadu globalnego przy pomocy zwigzku (2.31) otrzymamy:

S
£ = Eda,At, , (2.71)

gdzie ¢ =cosa, s =sina, a - jest katem okreslajacym nachylenie obcigzanego elementu wzgledem globalnego uktadu wspotrzednych.
Poniewaz do utozenia rownan réwnowagi niezbedne sg sity dziatajace na wezly, ktore jak wiadomo sg przeciwnie skierowane do ich
odpowiednikow dziatajacych na element, to podczas budowy globalnego wektora obcigzen weztowych odejmujemy je od innych sit dziatajacych

na wezty. Pokazane jest to pogladowo na Rys.2.11.

=  Sily wezlowe wywolane ci¢zarem wlasnym elementow
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Obcigzenie cigzarem wlasnym (obcigzenie grawitacyjne) mozna zastapi¢ obcigzeniem ciggtym, réwnomiernie roztozonym na dtugosci
elementu, gdy pole przekroju tego elementu jest niezmienne. Gdy ponadto zatozymy, ze globalna o$ Y jest rownolegta do kierunku sit
grawitacyjnych, otrzymamy bardzo prosty uktad statyczny przedstawiony na rys.2.11a.

Roéwnowaga silt Fx prowadzi nas do zaleznosci Fix = —Fjx , wskazujacej na samo-rownowazenie si¢ tego uktadu w kierunku poziomym.
Mozna takze przyjaé, nie popetniajac znaczacego btedu, ze sity te sg rowne zeru gdy ugigcia preta spowodowane cigzarem wlasnym sg male w
poréwnaniu z jego dtugoscia. Réwnowaga sit w kierunku pionowym oraz zerowanie ich momentéw daje nam wtedy proste zaleznosci: Fiy = Fijy

= yAxL/2, gdzie yoznacza ci¢zar wlasciwy materiatu.

=7

Rys. 2.11a

Wektor sil wywolanych ciezarem elementu kratownicy a oddziatujacych na wezty konstrukcji f*? bedzie zatem zawierat skladowe —Fiy oraz —Fjy:
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. -
gea _| ~hv | _sALI-L (2.71a)
0 2 0|
—Fiv | -1

Agregacja wektora globalnego moze by¢ wykonana podobnie jak to bylo pokazane przy obcigzeniu termicznym (Rys. 2.11) z tg r6znicg, ze teraz
bedziemy sity dodawali (bo oddziatujg na wezet konstrukcji) a nie odejmowali. Ostatecznie wektor prawej strony uktadu rownan mozna
przedstawi¢ nast¢pujaco:
p=p"-p'+p’, (2.71b)
gdzie

= p’—jest wektorem zewnetrzych sit skupionych przytozonych do weztow konstrukeji,

= p'- jest wektorem sit termicznych dzialajacych na wezly elementu

»  p%- jest wektorem sit grawitacyjnych przytozonych doweztow konstrukcji.

2.10. OBCIAZENIE GEOMETRYCZNE KRATOWNICY

Ostatnim typem obcigzenia kratownicy, ktore omdéwimy, jest obcigzenie geometryczne (wymuszenie przemieszczen weztow).

Zaldzmy, ze wezel r zostat przemieszczony o wektor d (Rys.2.12). Oczywiscie konieczne jest przytozenie sit do wezta, aby wymusié to
przemieszczenie, ale ich warto$ci nie sg znane, znamy natomiast sktadowe przemieszczenia wezta r:
Uy =dy, Uy =dy, (2.72)

gdzie dy, dy sg sktadowymi wektora wymuszonego przemieszczenia d.
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Rys.2.12

Rownanie (2.72) przypomina nam znane roéwnania warunkow brzegowych (2.47) i (2.48), z ta r6znicg, ze teraz otrzymaliSmy rownania
niejednorodne. Zmieni to sposdb postepowania podczas symetryzacji macierzy sztywnosci. Poprzednio zerowali§my odpowiednig kolumne
macierzy K, co nie wywolywalo zadnych konsekwencji, gdyz i tak byla ona mnozona przez zerowa warto$¢ przemieszczen wezlow
podporowych. Teraz musimy zachowa¢ sktadowe macierzy wystgpujace w tej kolumnie, gdyz sa one mnozone przez zadane przemieszczenia
(por. rown. (2.72), a wigc w og6lnosci nie sg zerowe.

Transformacje macierzy sztywnosci K oraz  wektora obcigzen weztowych, ktore doprowadza do uwzglednienia obcigzenia
geometrycznego powinny wiec wygladac¢ nastepujaco:

1. Tworzymy wektory kix oraz Ky, ktore sg odpowiednimi kolumnami macierzy K, powigzanymi z przemieszczeniami wezta r. Kolumna kx
jest kolumng o numerze rownym numerowi globalnemu przemieszczenia Urx @ kolumna Ky, kolumng o numerze zgodnym z globalnym
numerem przemieszczenia Uyy.

2. Przenosimy na prawg stron¢ uktadu rownan sity weztowe wywotane znanymi przemieszczeniami dy i dy:
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p’ =p—Kxdyx —k,ydy. (2.73)

3. Uwzgledniamy w standardowy sposob warunki brzegowe tak, jak to bylo omowione w p.2.6 z ta réznica, ze w wektorze prawej strony p? w
wiersze o numerach globalnych odpowiadajgcych stopniom swobody Urx Oraz Ury wstawiamy znane warto$ci przemieszczen dx oraz dy,

otrzymujac wektor p” .

Po wykonaniu tych transformacji powstaje nast¢pujacy uklad rownan:
Kr u :p"d, (2.74)
gdzie K’ jest macierza sztywnosci zmodyfikowana przez standardowe uwzglednienie warunkéw brzegowych jak w réwnaniu (2.51), a p™

zmodyfikowanym wektorem p¢ okreslonym rownaniem (2.73) przez wstawienie zadanych wartosci przemieszczen:

By =dy, Fy=dy.
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Rys.2.13 a
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Pnnx

Pnny

N

Ni

Rys.2.13 b
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2.11. REAKCJE WEZLOW, SILY WEWNETRZNE I NAPREZENIA W ELEMENTACH

Po agregacji macierzy sztywnos$ci, uwzglednieniu warunkéw brzegowych, zbudowaniu wektora sit wezlowych otrzymujemy uktad
rownan liniowych w postaci (2.52), (2.65), lub (2.74) o dodatnio okreslonej, symetrycznej macierzy. Metodom rozwigzywania tego typu rownan
poswigcony jest dodatek 2. Rozwigzaniem ukladu rownan jest wektor przemieszczen weztowych konstrukcji. Znajomo$¢ przemieszczen weztow
pozwala w prosty sposob wyznaczy¢ sumy kontrolne w wezlach, a w weztach podporowych - reakcje wigzéw. Wykorzystujemy w tym celu
réwnanie (2.43), w ktorym macierz sztywnos$ci K nie zawiera zadnych informacji o wigzach podporowych
r=Ku-p. (2.75)

Wektor reakcji r powinien zawiera¢ zera w weztach swobodnych oraz wartosci reakcji w weztach podporowych. Jezeli w jakims$ wezle
zatozylismy lokalny uklad wspotrzednych (podpory ukosne), to otrzymane sktadowe reakcji tez beda wyrazane w lokalnym uktadzie
wspotrzednych.

Poniewaz w czasie rozwigzywania nawarstwiajg si¢ btgdy numeryczne wynikajace z przyblizonych wartos$ci liczb przechowywanych w
pamigci komputera, to sumy kontrolne rzadko sa rdwne zero, a czgsciej s3 matymi liczbami rzedu np. 1-10°,

Sktadowe globalnego wektora przemieszczen weztowych umozliwiajg utworzenie wektorow przemieszczen wezlowych elementdéw
(Rys.2.14).

Poniewaz nie zawsze sktadowe wektora U zapisane sg w globalnym uktadzie wspotrzednych (podpory ukosne), to moze si¢ zdarzy¢, ze

cze$¢ sktadowych wektora u® wyrazona jest w globalnym a cze$¢ w lokalnym uktadzie wspotrzednych. Dla prostoty dalszych rozwazan, przed

uzyciem wektora u® doprowadzamy do ujednolicenia opisu , sprowadzajac jego sktadowe do globalnego uktadu wspotrzednych, wykorzystujac

w tym celu rownanie (2.57). Nalezy zauwazy¢, ze jest to konieczne tylko dla elementéw potaczonych z weztem podpartym podpora ,,ukos$ng”.
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Rys.2.14

Przemieszczenia wegztow elementu pozwalajg tatwo obliczy¢ sitle wewnetrzng N w precie kratownicy. Wykorzysta¢ mozna rownanie

(2.11), ktére wymaga znajomosci przemieszczen w uktadzie lokalnym elementu, lub tez na podstawie roéwnan (2.9), (2.13), (2.32) znajdziemy

zaleznos¢:
N = ETA c(qu - uiX) + s(ujy - uiy) , (2.76)

gdzie podobnie jak w réwnaniu (2.18) ¢ =cosa, s =sina..

Naprezenia w elemencie kratownicy, przy zatozeniu jednorodnosci preta, sg tylko naprezeniami osiowymi, ktére mozna wyliczy¢ z

prostego zwigzku:

N _E
)

Jezeli element obcigzony byt temperatura, to w roéwnaniach (2.76) i (2.77) nalezy uwzgledni¢ poprawke wynikajaca z termicznej

.77

rozszerzalno$ci materiatu:

c, = E(s - 8,) = %[c(qu - uiX) +s(ujy - Uiy) - L(OLtAtO)] (2.78)
oraz
N=A4c, = E—Zl c(qu —uiX) +S(ujy - uiy)— L(octAtO)]. (2.79)

Obliczenie przemieszczen, reakcji wigzow i sit wewnetrznych w elementach konczy analizg statyczng kratownicy.

75



(2.33) (2.34) (2.35) (2.37)
(2.70) (2.31) (2.75) (2.5)
(2.11) (2.12a) (2.34) (2.10)

Rys.2.11
ROZDZIAL 1I. STATYKA PLASKICH KONSTRUKCIJI KRATOWYCH.......ccceovernrnnn. 32
2.1. PODSTAWOWE ZWIAZKI T OZNACZENIA ......oooiiiiiiiiie e 32

2.2.MACIERZ SZTYWNOSCI ELEMENTU KRATOWNICY PEASKIE] W LOKALNYM UKEADZIE WSPOLRZEDNYCH 35
2.3. OBROT WEKTORA WEZELOWEGO. ZMIANA UKEADU WSPOLRZEDNYCH . 39

2.4MACIERZ SZTYWNOSCI ELEMENTU W GLOBALNYM UKLADZIE WSPOLRZEDNYCH 42

2.5. ROWNANIA ROWNOWAGI WEZEA I AGREGACJA MACIERZY SZTYWNOSCI43

2.6. WARUNKI BRZEGOWE .......cooovuvieiieiieeeeisessesssssss st sssssssssessessssss s sassnes 49

2.7. TRANSFORMACJA MACIERZY SZTYWNOSCI DLA PODPOR ,,UKOSNYCH”54

2.8. PODPORY SPREZYSTE I ELEMENTY BRZEGOWE ........ccccoosrererrrenrerierirerrnenes 57

2.9. WEKTOR OBCIAZEN WEZLOWYCH PRZY OBCIAZENIU TEMPERATURA .. 62

2.10. OBCIAZENIE GEOMETRYCZNE KRATOWNICY .....coovvivrrereererereisieeieeienins 67

2.11. REAKCJE WEZLOW, SIEY WEWNETRZNE I NAPREZENIA W ELEMENTACH?73



