ROZDZIAL lll. STATYKA KRATOWNIC PRZESTRZENNYCH

Mimo, ze przestrzenne konstrukcje kratowe znane byty od dawna (por.[17]), to do niedawna stosowane byty stosunkowo rzadko, co by¢
moze spowodowane bylo sporymi klopotami obliczeniowymi, jakie musial pokona¢ inzynier projektujacy konstrukcje. Jezeli dla ptaskich
kratownic statycznie wyznaczalnych obmys$lono szereg metod ulatwiajgcych obliczanie sit wewnetrznych (metoda rownowagi weztow i jej
odmiana graficzna - metoda Cremony, metoda przekrojow - Rittera, itp.), to w przypadku kratownic przestrzennych pozostata tylko metoda
rownowagi weztow. Duze uktady rownan, ktore ta metoda daje dla kratownic przestrzennych zniechecaty do projektowania konstrukcji tego
typu. Konstrukcje przestrzenne, z wygladu kratowe, sg w rzeczywistosci bardzo rzadko kratownicami np. stynna wieza Eiffla lub stupy wsporcze
napowietrznych linii energetycznych, maszty - zwlaszcza te o przekroju czworokatnym, to najczgsciej ramy przestrzenne, gdyz utrzymujg swoja
geometryczng niezmienno$¢ dzigki elementom zginanym, ktore w klasycznych kratownicach nie wystepuja. Uzycie komputerow 1 nowe metody
analizy statycznej konstrukcji wykorzystujace te mozliwosci techniczne (wsrdod nich jedng z gléwnych rél pelni metoda elementow
skonczonych), spowodowaty znaczny postep w konstruowaniu kratownic przestrzennych.

Jednym z najczestszych, jak nam si¢ wydaje, zastosowan tych konstrukcji sa przekrycia strukturalne. Rys.3.1 przedstawia przyktad
przestrzennej kratownicy.

63



X 7% A
AN AN e ’ ' ‘
e T et WAy o e AT AR Y
s Ve ?'?d’%;@‘}%ﬂ KR éiilﬂ'r"‘. Ai-"j'ﬁv YRR
S T e = A g (o

L} y

: =

7
1y

A R 7> v g Vi
Zi v AW s B
\1 —--..___‘;:} s [} 7 \V, .‘1“?' ) A ".'. l,.’ Xt L H

1 A AN ‘:1 1
i-?’, s etk ol ..
A v 4&-3".\:-"0": I Ve
e SoA P, v A Ve Y
‘R{? RIS

Rys.3.1

3.1. OZNACZENIA | PODSTAWOWE ZWIAZKI

Wezet kratownicy przestrzenne] ma trzy stopnie swobody, gdyz w opisie jego ruchu musimy poda¢ trzy skladowe wektora
przemieszczenia. Rys.3.2 pokazuje przemieszczenia weztow i sily dziatajace na element kratownicy przestrzennej. Podobnie jak w rozdz. 11
sktadowe wektordéw sit 1 przemieszczen zebrane zostaty w macierze kolumnowe, ktére nazywac¢ bedziemy wektorami:

- wektor przemieszczen we¢ztowych wezta poczatkowego i w globalnym uktadzie wspotrzednych:
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ui = uiY y (31)
| Uiz
- ten sam wektor opisany w lokalnym uktadzie wspotrzednych:
ll'l- = iy | (32)
- wektor sit weztowych dziatajacych w wezle poczatkowym i elementu zapisany w uktadzie globalnym:
Fy |
f =|Fy |, (3.3)
Fiz |
oraz w uktadzie lokalnym:
Ey|
f',=|F, (3.4)
F.

Wektory te tworza wektory sil 1 przemieszczen elementu:

- wektor przemieszczen weztowych elementu e o weztach i (poczatkowy) oraz | (koncowy) zapisujemy w globalnym uktadzie wspotrzednych

nastepujaco:
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oraz w uktadzie lokalnym:

(3.5)

(3.6)

3.7)
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Objasnienia i znaczenie uzytych symboli znalez¢ mozna na Rys.3.2.

(3.8)
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3.2. MACIERZ SZTYWNOSCI ELEMENTU KRATOWNICY PRZESTRZENNEJ

Zwigzek miedzy sitami i przemieszczeniami we¢zlowymi dla kratownicy przestrzennej jest identyczny jak w przypadku kratownicy
plaskiej, gdy rozpatrujemy go w lokalnym uktadzie wspotrzednych. Dochodzi oczywiscie trzecia sita Fi; lub Fj;, ale rownanie rownowagi

momentow wzgledem osi Yy, wymusza zerowa wartos¢ tej sity:

Q) )F,=F,+F,=0>F,=-F

Jx

_ _ po uwzglednieniu rown. f . _
b) ZFJ’_Ey-i_ij_O ’F;'y—O,
C) Z F’Z — F;z + F'jz =0 po uwzglednieniu réwn. e . EZ _ O, (39)

Zalezno$¢ miedzy silg osiowg a przemieszczeniami, identyczna jak w rozdz.II (por. rown. 2.11) pozwoli wyrazié¢ poszukiwang zalezno$é
nastepujaco:
f'e — Kv(:‘ uve , (310)

gdzie:

1y 1 00
J'= A 0 0 0f. (3.10pb)
0 00
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Przeniesienie zapisu tych rownan do uktadu globalnego wykonamy analogiczne, jak w przypadku kratownicy plaskiej (por. zwigzki
2.33, 2.34, 2.350.

Do zakonczenia transformacji macierzy sztywnosci elementu do uktadu globalnego brakuje nam macierzy obrotu wezla R; oraz
Wyznaczenia sktadowych macierzy J, podobnych do opisanych rownaniem (2.37).

Poniewaz polozenie osi y i z uktadu lokalnego nie jest dla prgtow kratownicy istotne, to kierunek osi y bedziemy wybierali tak aby byta
ona zawsze rownolegta do ptaszczyzny XY uktadu globalnego, a dla pretéw rownolegltych do osi Z dodatkowo zatozymy, ze o$ y jest rownolegla

do osi Y (por. Rys.3.3).
AN

Rys.3.3
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Obrot z uktadu lokalnego do globalnego ztozymy z dwoch obrotow posrednich. Najpierw obrécimy uktad Xyz do posredniego uktadu
X"y"z", dobranego tak aby o$ X" byla réwnoleglta do ptaszczyzny XY, a nastepnic obrocimy uktad X"y"z" o kat y tak, aby osie x" i X byty

réwnolegle. Pierwszy obrot wokot osi y daje nastepujacy rezultat:

U cg 0 —sp||u,
un =10 1 0 |u,|
U sg 0 ¢ |lu,
lub krocej u''=Rgu', (3.11)
L L

gdziecy = cosp = 7%= sinf} =

L'=\L%+L,, L=+L'"+L .

Obrot drugi wokot osi z sprowadza zwigzki do uktadu globalnego:

A
Ly =X, X,, Ly=Y,~%, [,=Z,-Z,

Uy ¢, —s, Ofuu
uy |=1s, ¢, O0fu.
uZ O O 1 uZH
w krotszej formie: u=R_ u'", (3.12)
: L , L
gdzie ¢, = Cosy :L—f(,, s, =sin :L—i,

gdy L"=0 przyjmujemy y=0, astad ¢, =1 oraz s, =0.

Ztozenie obu obrotow czyli podstawienie rownania (3.11) do (3.12) daje poszukiwang macierz obrotu wezta:
u, =R, Rgu';, (3.13)
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gdzie R, =R, R;.

Po wykonaniu mnozenia macierzy R., R otrzymujemy koncowa posta¢ macierzy obrotu R;:
y y iy iB Yy 1] y ap y

S TS TS
R, =|s¢c ¢, =55 (3.14)
Sp 0 0

Transformacje bloku J macierzy sztywnosci elementu kratownicy przestrzennej z uktadu lokalnego do globalnego obliczamy

analogicznie jak w rozdz. II (por. podobng transformacj¢ macierzy sztywnosci — 2.34)

J=RJ(R,)". (3.15)
Podstawiajac do tego rownania zwiazki (3.10b) oraz (3.14) otrzymamy:
_ s ) -
(cy Cp ) c,s, (CB ) C,CpSp
EA 2 2 (3.16)
J= A c,S, (CB) (sy CB) S, CpCp |-
2
IR 5CpSp (SB) |
Po wprowadzeniu wygodnych oznaczen:
L L L 3.17
CX:_X|CY__Y,CZ:_Z ( )

L L L’
ktore nosza nazwe kosinusow kierunkowych elementu, otrzymujemy bardzo prosta posta¢ bloku J macierzy sztywnosci:
EA Cy CxCy CxC,
I=—" CxCy C; GG, . (3.18)
CxC, GC, G

Zwiazek (3.18) po wstawieniu do (3.10a) daje nam macierz sztywnosci preta kratownicy przestrzennej w uktadzie globalnym.
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3.3. WEKTOR OCIAZEN TERMICZNYCH ELEMENTU KRATOWNICY PRZESTRZENNEJ

Poniewaz tworzenie wektora obcigzen kratownicy dla obcigzenia sitami skupionymi jest identyczne jak w kratownicy ptlaskiej, stad tez
pominiemy omawiania wektora p. Zajmiemy si¢ natomiast wektorem sit weztowych wywotanych obcigzeniem termicznym. W lokalnym

uktadzie wspotrzednych sktadowe tego wektora sg identyczne (poza poprawka na trzecig sktadowg wektora!) jak dla kratownicy ptaskiej (2.70).

' = Edo, At, (3.19)

Transformacja do uktadu globalnego przebiega zgodnie z rownaniem (2.31) nastgpujaco:

fet — Re fn’,’t , (320)

gdzie R¢ jest macierzg obrotu elementu:

R0 (3.21)
<3

Poniewaz element kratownicy jest prosty, t0 Ri=R;, gdzie macierz R; okreslona jest rownaniem (3.14).

Po wykonaniu podstawienia rownania (3.14) do (3.20) i wykonaniu mnozenia otrzymamy:
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Sp (3.22)

fo = EAa,At,
6%

56

lub w nieco innej postaci:

C
£ = Eda,At,| ~ |, (3.23)

Dalsze postepowanie jest identyczne jak w przypadku kratownicy ptaskie;.

3.4. ELEMENT BRZEGOWY

W rozdz. Il szeroko omowiliSmy rézne rodzaje warunkow brzegowych, w tym tez sprezyste elementy brzegowe. Poniewaz jest to
bardzo uzyteczny element, ktérym mozna modelowac wiele roznych warunkow brzegowych, po§wigcimy mu tez nieco uwagi i w tym rozdziale,
skupiajac si¢ na r6znicach migdzy ptaskimi i przestrzennymi elementami.

Rozwaza¢ bedziemy najogoélniejszy element sprezysty o sztywnosci Ky, nachylony wzgledem osi uktadu globalnego pod katami o, o,
oz, ktorych kosinusy kierunkowe sg rowne:

Cy =COSCLy, Cy =COSOly, C, =COSCL,. (3.24)
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Macierz sztywnosci takiego elementu w uktadzie lokalnym jest analogiczna do macierzy sztywnosci zwyktego elementu kratowego, z
tym ze element ma trzy stopnie swobody, wi¢c macierz sztywno$ci obejmuje tylko jeden blok J' (3.10)
1 00
K”=k|0 0 0. (3.25)
0 0O
Transformujac ten element do globalnego uktadu wspéhrzednych otrzymamy macierz bardzo podobng do tej, ktorg dla ptaskiego
elementu otrzymali$my w rozdz. II:
ci CxCy CxCz
K’ =k, cyey ¢ cyey (3.26)
Cx€z CyCz C%
Elementy brzegowe mozna sktada¢ ze soba tworzac np. element o trzech réznych sztywnosciach Ky, ky, k; w kierunkach rownolegtych do

osi uktadu lokalnego xyz:

k. 0 0
K'=| 0 & 0 (3.27)
0 0 &k

Transformacja tej macierzy do uktadu globalnego jest analogiczna jak opisana wcze$niej transformacja bloku J'(3.15). Wyniku tej

transformacji nie podajemy tutaj, pozostawiajac jej wykonanie jako ¢wiczenie dla czytelnika.

3.5. NAPREZENIA I SILY WEWNETRZNE

Podobnie jak w p.2.11 rozdz. Il podamy rownania pozwalajace obliczy¢ naprezenia i sity wewnetrzne w elemencie
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o = Bl = E[{u, ~u.) - o] @29

lub w innej postaci:

E (3.29)
zez[—l 001 0 0u*—Ea,At,.

Transformacja wektora u'® do uktadu globalnego daje zwigzek:
(3.30)

ox=%[—1 001 0 0](R) u—Ea,ar,

ktéry po wykonaniu mnozenia pozwala zapisa¢ naprezenie normalne w elemencie nastepujaco:

G, = E{[_CT CT](Re)Tue%—oc,Ato} (3.31)

gdzie ¢ jest wektorem kosinuséw kierunkowych elementu: ¢ = [c v Cy Cz] (3.17).

Obliczenie sity normalnej sprowadza si¢ do scatkowania napr¢zen na powierzchni przekroju, a przy zatozeniu jednorodnosci pola

naprezen (podobnie jak to zrobiliSmy w rozdz. I1)

N:GXA:EA{%[—CT cT](RQ)Tue _atAto}- (332)

Reakcje podpor, ktore pozostaly jeszcze do wyznaczenia, obliczamy przy pomocy rownania (2.75), dokladnie tak samo jak dla

kratownicy plaskiej, wigc nie bedziemy omawiaé szczegdtowo tego problemu dla kratownicy przestrzenne;.
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