ROZDZIAL IV. STATYKA PLASKICH UKLADOW RAMOWYCH

Wybranie wilasciwego modelu obliczeniowego konstrukcji jest niezwykle wazne dla jakosci 1 doktadno$ci otrzymanych rezultatow.
Decyzja czy dana konstrukcja jest rama czy krata (np. kratownicg o sztywnych wezlach) jest czesto subiektywna i zalezy od do$wiadczenia i
intuicji wykonujacego obliczenia.

W rozdziale tym przedstawimy kolejny model konstrukcji pretowej - rame ptaska, ktéry rozszerzy mozliwosci modelowania
rzeczywistych uktadéw pretowych. Element ramy ptaskiej jest elementem ogdlniejszym od przedstawionego w rozdz. Il elementu kratowego,
gdyz przy jego pomocy mozna roéwniez modelowaé idealne konstrukcje kratowe (przegubowe potaczenia elementéw w weztach). Najprosciej
mozna by rzec, ze rama jest konstrukcja, ktorej prety moga by¢ zginane a w kratownicy tylko $ciskane lub rozciaggane. Ma to nast¢pujace
konsekwencje:

- pret (element) ramy moze by¢ obcigzony miedzy weztami,

- mozliwe jest modelowanie roznego typu obcigzen: sit skupionych, momentoéw skupionych, obcigzen ciggtych,

- pofaczenie elementu z wezlem moze by¢ potaczeniem sztywnym, gdy kat obrotu wezta i przekroju przyweztowego elementu sg jednakowe,
lub przegubowym, gdy mozliwe sg niezalezne obroty wezta i przekroju przyweztowego,

- wezel ramy plaskiej ma trzy stopnie swobody tzn. dla wyznaczenia jego potozenia musimy zna¢ dwie sktadowe wektora przesunigcia Uy, Uy
oraz katy obrotu @z.

W przypadku ram ptaskich bedziemy pomijali indeks Z przy katach obrotu, gdyz wszystkie katy obrotu na ptaszczyznie XY, ktorej
bedziemy uzywali do opisu konstrukeji, sg katami obrotu wzgledem osi Z. Zaldézmy tez, ze element ramy jest prosty 1 jednorodny, tzn. wykonany
z jednakowego materialu oraz o stalym przekroju poprzecznym. Rys.4.1 przedstawia widok elementu ramowego oraz Kierunki i zwroty

przemieszczen i sit weztowych, ktore uwaza¢ bedziemy za dodatnie.
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A-A

Y osie gtowne
| przekroju
X

Rys.4.1

4.1. MACIERZ SZTYWNOSCI ELEMENTU RAMY PLASKIEJ

Przemieszczenia i sity weztowe pokazane na Rys.4.1a, b pogrupujemy tak jak uprzednio (rozdz. Il, 1ll) w macierze jednokolumnowe,

ktore nazywac bedziemy wektorami. Wektor przemieszczen wezta poczatkowego i i koncowego j w uktadzie lokalnym (Rys.4.1b):
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(4.1)
P,
it weztowych w lokalnym uktadzie wspotrzednych

F

Jx

F.|. (4.2)

7y

M .

J

(4.3)

(4.4)

Wszystkie utworzone tu wektory opisa¢ mozna rowniez w uktadzie globalnym:
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Uix Ux
W, =ty [, 0; = Uy |, (4.5)

?; Q,
Fiy Fix
f,=|Fy 'fj = FjY ) (4.6)
M, M,
_uiX_
Uy
u; ®;
u’ = = , 4.7)
u; Ux
Ujy
R
_Fix_
Fy
fe :|:fl'j|_ Mz (48)
£, | Fix
_M/_

Tak jak w poprzednich rozdzialach kluczowe znaczenie bedzie miat zwigzek migdzy sitami weztowymi elementu a przemieszczeniami

weztow. Zwigzek ten (analogiczny jak rownanie 2.5 dla kratownicy) w lokalnym uktadzie wspotrzednych ma postac:
K*¢u*=f"° , (49)

a w uktadzie globalnym:
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Ku®=f°. (4.10)

Skupimy si¢ teraz na poszukiwaniu macierzy sztywnosci K'® w lokalnym uktadzie wspotrzednych a nastepnie jej transformacji do
uktadu globalnego.

Roéwnania rownowagi elementu przedstawionego na Rys.4.1b prowadza do nastepujacych zwigzkdéw miedzy sitami weztowymi:

D F =F,+F,=0 — F,=-F

x jx;
_ _0- 4.11
ZFy_F;'y+ijy_01 ( )
DM, =M, +M;+F, L=0.

Jak wida¢ brakuje jeszcze trzech réwnan, aby wyliczy¢ sze$¢ sktadowych wektora f'“. Rownan tych dostarcza nam rozwazania
dotyczace odksztalcen elementu. Deformacja spowodowana sitami osiowymi Fix oraz Fj jest identyczna, jak dla elementu kratownicy,
skorzystamy wiec z wyznaczonych wczesniej zalezno$ci 2.11, 2.12a. Pozostate rOwnania otrzymamy rozwazajac deformacje gietng elementu oraz
zwigzek miedzy sitami poprzecznymi i momentami zginajacymi. Jak wiadomo miedzy krzywizng a momentem zginajagcym zachodzi zwigzek
(por. [8]):

d*y
dx* M(x) (4.12)
EJ. "’

@7

gdzie p oznacza promien krzywizny, E - modut Younga materiatu, J;, - moment bezwtadnos$ci przekroju poprzecznego elementu (por. Rys.4.1).

1
p
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Ay

Rys.4.2

Rownowaga fragmentu preta zginanego (Rys.4.2) dostarcza réwnania:
(4.13)

dM(x)

T(x)= PR

Odmienny niz to si¢ zwykto przyjmowac znak prawej strony rownania (4.12) (por. [8]) wynika ze zwrotu osi y lokalnego uktadu wspotrzgdnych,

ktoéry w naszych zatozeniach skierowany jest ,,do gory”.

Poniewaz zajmowac si¢ begdziemy tylko liniowymi konstrukcjami o matych ugieciach, przyjmiemy —— <<1, co pozwoli uprosci¢
przy) Y p P

rownanie (4.12) do znanej postaci:

d*y _ M(x) (4.14)
dx*  EJ.
Rézniczkujac dwukrotnie to rownanie otrzymamy zwiazek (por. [8], [10]):

d'y _ 4 (x) (4.15)
dx*  EJ, '
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gdzie gy(x) oznacza ciaglte obciazenie prostopadie do osi elementu. Rozwazany tu element wolny jest od obciazen migdzyweztowych, wige

q,=0.

Ostatecznie otrzymujemy poszukiwany uktad rownan rézniczkowych:

dty

a) — =0,

) dx*

) &z M(x) (4.16)
dx* EJ,’

o &y T)
dx*  EJ.C

Po scatkowaniu zaleznosci (4.16a) otrzymamy rownania

- linii ugigcia elementu ramowego:

x° x? (4.17)

- momentu zginajacego:

M(x)= EJ[Cx+G,], (4.18)
- sity poprzecznej:
T(x)=EJ,C, (4.19)

gdzie C; ... C4 oznaczajg state catkowania, ktore nalezy wyznaczy¢ z warunkoéw brzegowych.
Mamy cztery warunki brzegowe

- wwezle i, x=0:
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y(O) = uiy !

dy (4.20)
del "

- wwezle , x=L:

WL)=u,,

dy (4.21)
dxl,

Po podstawieniu tych warunkow otrzymamy z rownania (4.17) nastepujace wartosci statych catkowania:

L
_ 4.22)
1 Ujy ”iyj (
C, =——| 49, +2¢, —6——|,
G =9,
Cy =uy,.

Stad, po wstawieniu do rownan (4.18), (4.19) i uwzglgdnieniu zwrotbw momentéw weztowych oraz momentéw zginajacych (por.

Rys.4.1 i Rys.4.2) otrzymamy:

EJ, Uy, — Uy
M; = =M(0) === 49, +2, — 6",

EJ, Up — Uy
Mj ZM(L)ZT 2(pi+4(pj—6— ,

L (4.23)
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EJ, Uy — Uy
F, =T(0)=7 69, +69; —IQT ,

EJ, U — Uy
Fy ==T(L) =—3| =60, ~ 69, +12=2——=|.

Zestawiajac w odpowiedniej kolejnosci rownania (2.12a) i (4.23) otrzymujemy ostatecznie poszukiwang macierz sztywnosci:

E4 £4
L L
EJ. EJ, EJ, EJ,
12 I 6 2 -12 IE 6 =
e — EJ EJ (4.24)
K - 6 22 4 E‘] z _ 6 22 2 E‘J z 1
L L L L
£4 £4
L L
EJ, EJ, EJ. EJ,
-12 IE -6 2 12—~ -6 =
EJ EJ EJ EJ
V4 2 Z _ 6 z 4 4
L’ L 1? L

Zwigzki opisane rownaniami (4.23) znane sg w mechanice budowli (w nieco innej postaci) pod nazwg wzoréw transformacyjnych

metody przemieszczen (por. [10]).
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4.2. TRANSFORMACJA MACIEZRY SZTYWNOSCI Z UKEADU LOKALNEGO DO GLOBALNEGO

Przeniesienie macierzy K'* do globalnego uktadu wspotrzednych odbywa si¢ wg analogicznych regut jak te, ktore zostaty opisane w
p.2.4 rownaniem (2.34). Do utworzenia macierzy obrotu elementu potrzebna nam bedzie R; - macierz obrotu z uktadu lokalnego do globalnego
wezta 1. Poniewaz trzeci stopien swobody wezldw ramy jest obrotem wokot osi z, ktoéra nie zmienia swojego potozenia, gdyz jest caly czas
prostopadta do ptaszczyzny Xy, to obrot bedzie identyczny z obrotem elementu kratowego:
Uy = Uy COSOL— Uy, SINCL,

Uy = U, SINOL+1,, COSAL,

Piz =@ =P;,

lub w postaci macierzowej

Uy c —s 0flu,

uy |=|s ¢ Ofu, | ,u=R;u';,

¢, ] [0 0 1]¢,
c —s 0

gdzie R; =|s ¢ O (4.25)
0 0 1

Zgodnie z zalozeniami poczynionymi na wstepie element ramy jest prosty, tak wigc macierz transformacji wezla j jest identyczna z R; co

doprowadza do ostatecznej postaci macierzy transformacji elementu:
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c —s 00 O O
s ¢ 00 0 O
RE - 0O 0 1 0 O O | (4.26)
0 0 0 ¢ —-s O
0 0 0 s ¢ O
0o 0 00 0 1]

Po wykonaniu mnozen macierzy opisanych réwnaniem (2.34) otrzymamy macierz sztywnosci elementu ramowego w globalnym

uktadzie wspotrzednych. Postac jej jest niestety dos¢ ztozona:

Uix Uiy Qix Ujx Uiy Ojx
%(;—z+12s2j %(%2—12) -6s —%(;—erlZszj —%(%2—@ -6s  |Fix
%(%2—12) %(i—iﬂz&j 6C —%(x—lz—uj —%[;—2+1202j 6c  |Fiy
K* = EL‘Q 65 6¢ 4L -6s -6c o w427
—%[;—zﬂkzj _S—Lc(%z—u) -6s %(;_zﬂzszj %(%-12) 6s  |F
—%(72—12) —%(;—i+12c2j -6¢ %(%2—12) %[;—;12&] -6¢ [Fiy
-6s 6C 2L 6s -6C 4L |V
= AJZZ c=cosa, s =sino
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4.3. KONDENSACJA STATYCZNA MACIERZY SZTYWNOSCI

Element ramowy nie zawsze potaczony jest z wezlem w sposdb zapewniajacy zgodnos¢é wszystkich przemieszczen wezla i przekroju

przyweztowego preta. Najczesciej takimi niepetnymi potgczeniami jest potaczenie przegubowe pokazane na Rys.4.3.

e

Rys.4.3

W polaczeniu tym kat obrotu wezla nie wptywa na obrot przyweztowego przekroju elementu, ktéry moze obracaé si¢ niezaleznie od
wezla (element e; na Rys.4.3).

Nieznany kat obrotu takiego elementu wyznaczamy z dodatkowego rodwnania, ktorego dostarcza warunek réwnowagi momentow w
przegubie. Mozna zatem zredukowac ilos¢ stopni swobody elementu, gdyz dodatkowy warunek réwnowagi pozwoli wyeliminowa¢ z uktadu
réwnan jedno przemieszczenie. Pokazemy sposob eliminacji stopnia swobody na przyktadzie dwoch rodzajow potaczen elementu z weztem.

Przyktad nr 1 - potaczenie przegubowe (Rys.4.4).

(o
(i)

~O

Rys.4.4
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Dodatkowy warunek rownowagi przekroju przyweztowego i:
M; =0, (4.28)

prowadzi po uwzglednieniu rownan (4.2), (4.9) oraz (4.24) do warunku:

EJ_ | Uy Uy
7 |6 taei—6—+29; =0, (4.29)

a stad wyliczamy poszukiwang warto$¢ kata obrotu przekroju przy wezle i

(4.30)

3 uiy 3 ujy 1
¢, == t5 T 59

Po wstawieniu tego wyniku do rownania (4.9) przy uwzglednieniu macierzy (4.24) otrzymamy:

(4.31)
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EJ. | My M
=23 3L 3 |,
L{ L 7L (Pf}

a stgd nowg macierz sztywnos$ci elementu z przegubem w wezle i:

BEZI oo,
L L
EJ, EJ_ i EJ,
0 3 IE 0 -3 [E 3 Iz
K6 — (4.32)
L 7 A
L L
EJ, EJ, EJ,
0 -3— 0 3= -3
L L L
EJ EJ EJ
O z O _ 22 4
r L L
Indeksy goérne (3,i) w oznaczeniu macierzy sztywnosci (4.32) informujg, ze wyeliminowany zostat trzeci stopien swobody w wezle
poczatkowym.

Przykiad nr 2 - potaczenie przesuwne (Rys.4.5)

H
()

<~ Alr
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Rys.4.5

Dodatkowym warunkiem jest tu znikanie sity osiowej w wezle J:

co po analogicznych jak poprzednio przeksztalceniach doprowadza do réwnania:

oraz nie zmienia zaleznos$ci dla pozostatych sit weztowych.

Macierz sztywnosci takiego elementu przybiera nastgpujaca postac:

B (B B (B
L3 L2 - JE L2
e(l,j (435)
KreU) = 6Eiz 4EJZ _6E(£Z 2EJZ
L L L L
EJ,: EJ, EJ, EJ,
—12 3 -6 L2 12 L3 -6 L2
EJ EJ EJ EJ
V4 2 z _ V4 4 z
6 I* L 6 I? L

Ir?deksy gorne (1,j) w oznaczeniu tej macierzy informujq_, ze wyeliminowany zostal pierwszy stopien swobody w wezle koncowym

elementu.

Przedstawiony tu proces nosi nazwe¢ kondensacji statycznej macierzy sztywno$ci. Podamy teraz zapis macierzowy operacji
prowadzacych do skondensowanej macierzy sztywno$ci. Dla ulatwienia zatozymy, ze eliminowanym stopniem swobody jest ostatni stopien

swobody elementu. Wektory sit i przemieszczen weztowych oraz macierz sztywnos$ci podzielimy na bloki:
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- K Ky | (4.36)

fo Ky Ko U,

:gdzie ze wzélgdu na symetri¢ macierzy mamy:
K, :KlTl » Ko :K1T01
K, jest macierza o wymiarach 1x1, a wigc skalarem, skalarami sa rowniez bloki f, i u,. Mnozenie blokow macierzy (4.36) daje:
a) fi=Kju +Kju,
Z réwnania (4.37b) wyliczymy
uo =Ko Ko uy, (4.38)

a po wstawieniu tego zwiazku do (4.37a) otrzymujemy:

f, =Ku, _KloK(_)éKm“l' (4.39)
lub krocej

f,=K'"u,, (4.40)
gdzie:

K'"=K _KloKaéKlTo' (4.41)

jest skondensowang macierzg sztywnosci elementu.

Pozostaje jeszcze wyznaczy¢ wektor f; obciazenia elementu. Otrzymamy go przez ztozenie wektora obciazenia elementu ze sztywnymi

potaczeniami z weztami f“1 obcigzenia wywotanego przemieszczeniem wezta zwolnionego z wiezow f*
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fopo_poo| (| T E 4.42
fol [f5] [f5] (4.42)

Poniewaz
f, =1 —f' =0, (4.43)
to
£l = =K{u, +Kju,, (4.44)
a stad
u, = (Kg) £ (4.45)
gdyz pozostate przemieszczenia, tzn. u, rowne sa zeru. Ostatecznie otrzymamy

(4.46)

f1 = flo - Kfo(Kgo)ilfoo-

W podany sposéb mozna wyeliminowa¢ dowolny ze stopni swobody elementu, wymaga to jednak nieco bardziej ztozonych

przeksztalceniu. Pozostawiamy to zadanie jako ¢wiczenie dla uwaznych czytelnikdw.

44, WARUNKI BRZEGOWE PLASKICH KONSTRUKCJI RAMOWYCH

Podpory ram ptaskich obejmujg wszystkie wymienione w rozdz.Il podpory przegubowe oraz podpory sztywne, ktore uniemozliwiajg

obrét wezta podporowego. Symboliczne oznaczenia tych podpér oraz warunki brzegowe je opisujace pokazane sa na Rys.4.6.
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a) podpora sztywna (petne zamocowanie)

Y
u,=0

u,=0

R, (r) ¢,=0

_> —_—
N t
R,

X
b) podpora sztywno-przesuwna (przesuw w kierunku osi gloablnej X)
Y

1
.
|
u,=0

(r) 9,=0

"&
R,
¢) podpora sztywno-przesuwna (przesuw w kierunku osi gloablnej Y)

YT !
I u,=0

R_>—>

W
N

Rys.4.6



Uwzglednienie warunkow brzegowych wymaga modyfikacji globalnej macierzy sztywnosci konstrukeji i przebiega identycznie jak dla
kratownic ptaskich (p.2.6), nie bedziemy wigc szerzej opisywac tu sposobu modyfikacji macierzy. Mozliwa jest oczywiscie cata gama innych
podpor jak przesuwne podpory uko$ne, podpory sprezyste, ktorych uwzglednienie roéwniez przebiega analogicznie jak w opisanych w rozdz.ll
przypadkach podpor kratownic.

Jako ogdlng metode uwzgledniania nietypowych podpor, proponujemy uzycie zamiast nich odpowiednich elementow brzegowych, ktére

opisane beda w nastgpnym punkcie.

4.5. ELEMENTY BRZEGOWE RAM PLASKICH

Element brzegowy jest wygodnym obej$ciem probleméw jakie napotykamy przy uwzglednieniu réznych, nietypowych warunkow
brzegowych. Pozwala, co prawda w sposob przyblizony, lecz wystarczajaco doktadny, modelowaé podpory sztywne, sztywno-przesuwne, oraz
zastapi¢ podpory sprezyste.

Przedstawimy teraz pojedynczy dowolnie nachylony element sprezysty, schemat tego elementu 1 uzywane oznaczenia pokazuje Rys.4.7.
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Sztywnosci sprezyn: hyy oraz hyy sa sitami, ktore trzeba przytozy¢ do ich koncéw, aby wywota¢ jednostkowe ich wydtuzenia. Sztywnos$¢
obrotu podpory - g, jest momentem niezbednym do wywotania obrotu we¢zla r o kat jednostkowy.

Macierz sztywnosci takiego elementu w lokalnym uktadzie wspoétrzednych ma postac:

hy 0 0
K'=|0 &, 0] (4.47)
0 0 g

Jej transformacja do uktadu globalnego przebiega analogicznie jak w przypadku zwyktych elementdw ramowych, czy kratowych z tym
wyjatkiem, ze dotyczy tylko jednego wezta (2.34). Macierz obrotu wezta opisana jest rownaniem (4.15). Mozna, wigc zapisa¢ rownanie
transformujace macierz K'” do uktadu globalnego:

K’=R,K”R/. (4.48)

Po uwzglednieniu rownan (4.15) i (4.47) otrzymamy:
Phy +52hy, sl —h,) 0

K" = sc(hy ~hy) hy+sPh, 0|,

ry

0 0 g,

(4.49)

gdzie s =sina , ¢ =cosa..
Przy modelowaniu podpor niepodatnych nalezy zatozy¢ duza sztywnos$¢ odpowiedniej sprezyny. W wigkszosci przypadkdéw sztywnosé

rzedu 1-10* zapewnia bardzo dobrg zgodno$¢ wynikow uzyskanych tg metodg z wynikami metody doktadne;.
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4.6. SILY WEWNETRZNE WYWOLANE OBCIAZENIEM STATYCZNYM

Roéznorodnosé obcigzen, ktore moga oddziatywac na konstrukcj¢ ramowa jest znacznie wigksza niz byta w przypadku kratownicy. Na
elementy ramy oddzialywa¢ mogg obcigzenia skupione (sity, momenty), ciggle (cisnienie, obcigzenie momentowe) i termiczne. Utozenie rownan
réwnowagi wymaga zastgpienia obcigzen migdzyweztowych rownowaznym uktadem sil i momentow skupionych, dzialajacych na wezty. Sposéb
redukcji obcigzenia do weztéw bedzie przedmiotem naszych rozwazan w tym punkcie.

Rownania (4.17) 1 (4.22) okreslaja przemieszczenie elementu zginanego w kierunku osi y uktadu globalnego. Po dodaniu réwnan
opisujacych przemieszczenia w kierunku osiowym otrzymamy zwiazki definiujace wektor przemieszczen dowolnego punktu lezacego migdzy
weztami.

x)
(%) [=Nu®, (4.50)
¢(x)

u,(
u(x) = u,(

gdzie N jest prostokatng macierza funkcji ksztattu. Sktada si¢ ona z dwoch blokéw Nj(X) - macierzy funkcji ksztattu dla wezta poczatkowego oraz

N;(X) - macierzy funkcji ksztattu wezta koncowego.
N(x) =[N, () N, ()], (4.51)

Z réwnania (4.17 i 2.10) otrzymac¢ mozna obie macierze:

(&) 0 0
N.(x)=| 0 0)3(§) LwS(é) ,

1
i 0 Zco;(é) ws‘(&)_ (4.52)
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N;(x)=| 0 o, é) Lw6(§) ,

wszystkie bezwymiarowe funkcje ksztattu (ol.(&) (i=1,2...6)) oraz ich pochodne a)l.'(i), o)i"(i) , zebrane sa w Tablicy 4.1.

Wprowadzono tu wygodna, bezwymiarowg wspotrzedng & =x/ L.

Rozwazmy teraz pret (element) ramy plaskiej obcigzony obcigzeniem statycznym (Rys.4.8).

q,(x)
F. I@ lm () r

Rys.4.8

Sity weztowe f°znajdziemy zapisujac warunki rownowagi elementu. Skorzystamy z zasady prac wirtualnych:

I/Vn =(fve)Tue (453&)
jest pracg sit weztowych,
W= I[qy (), (6, () m, () () | (4.53b)

jest pracg sil zewnetrznych (obcigzenia statycznego).

Sity skupione i momenty rowniez mozna analizowa¢ w ten sposob zapisujac:
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q(x) = S(X—XO)P ) mu(x) = 6(x_xo)]\4o ’
gdzie 5(Xo) jest dystrybucja delta Dirac’a zdefiniowang nastgpujaco (por. [11]):
d(x—x,)=0, gdy X<Xo; &(x—x,) >0, gdy X=X, ; d(x—x,)=0, gdy X>X, .

(4.54)

(4.55)
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Tab.4.1

Nr

1 2 3 4 5 6
o, 1-¢ g 1-382 4283 £2(3-2¢) g(1-282 +¢%) —e*(1-¢)
12 1/8
wykres o, L2 1 L2 Iz ! 1 1/8 1
®,' 1 1 —6(1-¢) 6¢(1-¢) 1 — 48 + 382 —g(2-3¢)
32
wykres o, \\/ /I\ 1’\ |
| |
Iy _1/4 “1/4
®," 0 0 —6+12¢ 6-12¢ —4+6E ~2+ 68
Wykres ®." al Ta| /|6 6'\ 12 /|4
l 6L s |4— 2=
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Réwnowaga elementu zostanie zachowana, gdy

Wp+W, =0, tzn.
T ¢ T
() e = ~[[a(x)]" u(x)dx, (4.56)
0
gdzie q(x) jest wektorem obcigzen zewnetrznych:
q,(x)
q(x) ={q,(x) |. (4.57)
m,(x)

Wstawiajagc do (4.56) wyrazenie na wektor przemieszczen elementu (4.50)

otrzymamy:
L
(f'e)Tue :—JqTNue dx, (4.58)
0
L
()" =-[ Nqax, (4.59)
0

ktore umozliwi nam redukcje obcigzen dziatajacych na elementy do weztow. Nalezy
pamigtac, ze w rOwnaniach rownowagi wystepuja sity dziatajace na wezly, a te sg przeciwnie
skierowane do sit dzialajacych na element (por. rys. 2.11), nalezy wigc odejmowac je od
wektora sit weztowych konstrukeji.

Sprawdzimy skutecznos¢ rownania (4.59) na trzech prostych przyktadach:
- obcigzenie sitg skupiong przylozong do srodka elementu,
- Obcigzenia momentem skupionym,

- obciazenia cigglego rownomiernie roztozonego na catym elemencie.

Przyktad nr 1.

i >IL® lp <?:I Ly

A / x

iy i

L2 e L2
x, E=x/L | T
Rys.4.9
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Wprowadzimy dla wygody obliczeh bezwymiarowa wspotrzedng £=x/L

zapiszemy w nastepujaco:

0

q(g) =| P8(g-05)
0

i po wstawieniu do rownania (4.59) otrzymamy:

. Site skupiong

0
(N,)' L 28(¢ - 05)w
fe=-| ((N ))T ~ P3(&-05) |dg = P[ (& . Jos() dE =
0 j 0 0
8(£-05)w,(2)
| L3(&-05)e(2)
o0 1 T o
®,(0.5) 05
Lo(05) L/8
= =P
0 0
©,(05) 05
| Log(05)| [-L/8
czyli:
1
ix:0’ FiyZEP’ Mi:_PL’
Fi=0,F)=2P, Mj=—¢PL.
Przyktad nr 2.
y
M,
E, é@ /\ ” @ 5
—> (] >
A J /
MA|F, F =M
L2 e L2
x, E=x/L | il
Rys.4.10
Moment skupiony przylozony do $rodka elementu zapisujemy przy pomocy delty
Dirac’a:
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- M,3(¢-05)

Po wstawieniu wektora obcigzenia do rownania (4.59) otrzymamy:

0
®,'(8)5(-05)/ L

0
(N)' 1 o(8)s(5-05
f'e_Moj( )T 0 |dg=M,| 5(a)(§g ) e =
o|(V;) 5(2-0.5) ol .
o,'(&)8(£-05)/ L
| o6(8)3(e-05) |
F o
3
2L
1
_ 4
=M, |
3
2L
1
L 4]
czyli
=0 E, = iM M, =—M
x T Y iy 2L 0! i 0!
3
Fi=0,Fy ="M, M,=——M,.
Przyktad nr 3.
y
q,
r, D) a9y,
ixX > JX
A / ¥
WN F, F, M;
L
x, E=x/L T
Rys.4.11
Obcigzenie ciagle rownomiernie roztozone na calej dtugosci elementu daje wektor
obcigzenia:
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0 0
®5(&) 1/2
H Los(€) L/12
f“=¢q,L de =q,L ,
(e :
®,(2) 1/2
Log(2)] |~ L/12]
czyli
1 1
EXZO, Ey:Eq()[” Mi:EQOL’
1 1
Fp=0,Fy =74,L, M ==174.L.

4.7. SILY WYWOLANE OBCIAZENIEM TERMICZNYM

Oddzialywanie temperatury na elementy ramowe moze wywola¢ ich wygigcie. Dzieje
si¢ tak wtedy, gdy pole temperatury w przekroju nie jest jednorodne. W kratownicy wygiecie
pretow nie powodowato powstania sit weztowych, gdyz elementy kratowe polaczone sg z
wezlami przegubowo. Prety konstrukcji ramowych moga wywota¢ obrét wezta, musimy

zatem wyznaczy¢ sity przyweztowe w elemencie poddanym dziataniu nierownomiernego pola

temperatury.
y A y A
At, !
| Ve
h At, E X z i
: l Y
I At |
———eee
t  wldkna dolne '

Rys.4.12
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Rozwazmy element, ktorego widkna ,gorne” doznaly dzialania przyrostu
temperatury Atg, a wiokna ,,dolne” przyrostu temperatury Aty (Rys.4.12). Pole temperatury

zapisa¢ mozna nastepujaco:

4.60
At(x,y) = Ato(x) +%Ath(x) , ( )
) 1 . L
gdzie Az, = Z[At Vg TALY d] jest przyrostem temperatury wtokien srodkowych,
At, =At, —At, - roznicg temperatur pomigdzy skrajnymi wioknami elementu, h -

wysokoscig przekroju, Yq - odlegtoscia Srodka cigzkosci przekroju od widkien dolnych, yq -
odlegloscia srodka ciezkosci przekroju od wiokien gornych.

Odksztalcenia wldkien elementu wywolane polem temperatury sg roéwne:

o ()= ai0) =, v, + a0, 2], o)

gdzie oy jest wspotczynnikiem rozszerzalnosci termicznej materiatu.

Przy braku swobody odksztalcen preta, powstajag wewnatrz niego naprezenia:
Y
o, =—Fkg, = —atE(Ato + At Zj : (4.62)

ktorych wypadkowymi sg sity wewnetrzne:
At,
N=Jo.da=-oE| At [da+="1[ vda |, (4.63)
4 4 4

Poniewaz drugg z calek wystepujacych w réwnaniu (4.63) jest momentem
statycznym wzgledem osi z, a ta przechodzi przez srodek cigzko$ci przekroju musi by¢ zatem
rowna zeru. Otrzymamy wigc:

N,(x) = —a,At,(x)EA, (4.64)
tak samo jak w przypadku preta kratownicy.

Druga z sit wewngtrznych, ktéra wywoluja naprezenia termiczne jest moment

Zginajacy:

At
M, (x) = I— c (x)ydd=o,E Ato(x)J. ydA +7hj.y2dA : (4.65)
4 4 4

Pierwsza calka w tym réwnaniu musi rownac¢ si¢ zeru podobnie jak poprzednio w

réwnaniu (4.63), a druga jest momentem bezwladnosci przekroju obliczonym wzgledem osi
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srodkowej. Mozemy zatem zapisa¢ réwnanie momentu zginajacego wywotanego
napr¢zeniami termicznymi:

_ a, At (x) £y (4.66)

M,(x) 2 g

gdzie J, =I y?dA jest momentem bezwladno$ci przekroju elementu wzgledem osi z
A

przechodzacej przez $rodek ciezkosci przekroju.

Sity przyweztowe obliczymy podobnie jak poprzednio (p.4.6), stosujac zasade prac

wirtualnych:
(we) £ = [[e()]" t,x, (4.67)
0
gdzie
N, (x)
t,=| 0 (4.68)
M,(x)

jest wektorem sit wewnetrznych wywotanych temperatura. Zerowy wyraz w drugim wierszu
tego wektora wynika stad, ze temperatura nie wywotuje sit poprzecznych w elementach.

&(X) - jest wektorem gradientow przemieszczen:

g(X)=| — |=Bu°, (4.69)

B - jest macierza pochodnych funkcji ksztattu:
B=[B, B,| (4.70)

Na podstawie rownan (4.52) obliczymy

1
Zcol'(g) 0 0
1
Bl-(x): 0 zw3'(§) c05'(§> ,
1 1
0 Lol Lol

(4.71)
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gdzie wi(ﬁ), a)l.'(i), (oi"(ﬁ) (i = 1,2...6)) sa bezwymiarowymi funkcjami podanymi w
Blad! Nie mozna odnalez¢ zrodla odwolania..

Na podstawie rownania (4.67) wyliczymy sktadowe wektora sit weztowych:
L
£ =[BT t,dx. (4.72)
0

Po wstawieniu do rownania (4.72) macierzy (4.71) otrzymamy:

— 4fo,'(&)Ar, (€)de

f!et — OLtE é’51 , (473)

gdzie &, i &, sa bezwymiarowymi wspotrzednymi poczatku i konca przedziatu dziatania

obcigzenia termicznego (Rys.4.13).

Y
2 @é — Oty
Mf\AAF,;, F, /Mf
5 . J
| L

& =x/L & =x/L
Rys.4.13
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W przypadku, gdy obcigzenie termiczne jest state 1 dziala na catg dlugos¢ elementu

otrzymamy z (4.52):

ANt

o

0

J.At,

T (4.74)

— AAt,
0

J.AL,
h

f'“=o,E

Rownanie (4.52) czy tez (4.53) opisuje sity wewnetrzne dziatajace na element. Gdy
tworzymy wektor obcigzen konstrukcji nalezy wigc odja¢ skladowe tego wektora od

odpowiednich sktadowych wektora globalnego.
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