ROZDZIAL VII. STATYKA PLYT

Plyty sg jednym z czgéciej wykorzystywanych elementow konstrukcji. Spotka¢ je mozna niemal w kazdej budowli lub konstrukcji mechanicznej.
Geometryczny ksztalt ptyty zdefiniowa¢ mozna podobnie jak tarczy (rozdz.VI), réznica dotyczy jednak sposobu obcigzenia. Plyty obcigzone sa
obcigzeniem normalnym do swojej powierzchni, co wywotuje ich zginanie, nieobecne przy deformacji tarczy.

Analityczne metody wyznaczania ugi¢¢ i sit wewnetrznych w ptytach zapoczatkowaty prace Eulera, Bernuliego, Germain, Lagrange’a, Poissona, Naviera,
ktore powstaly na przetomie XVIII i XIX wieku [16]. Literatura poswigcona teorii ptyt jest niezwykle bogata, zainteresowanym poleci¢ mozna m.in.
ksigzki [9], [11], [18].

Metodami analitycznymi (przede wszystkim metoda szeregow Fouriera) uzyskano rozwigzania wielu waznych zagadnien statyki i dynamiki phyt,
zawodza one jednak przy problemach o ztozonych warunkach brzegowych lub w przypadkach skomplikowanych ksztattéw plyt. Uniwersalng metoda

okazata si¢ tu metoda elementéw skonczonych, ktora dostarcza rozwigzan przyblizonych, ale dostatecznie doktadnych dla zastosowan praktycznych.

7.1. PODSTAWOWE ZALOZENIA Z ROWNANIA KLASYCZNEJ TEORII PLYT

Przyjmiemy, ze ptyty, ktérymi bgdziemy si¢ zajmowali spetniaja zatozenia klasycznej teorii ptyt cienkich [18]:

a) grubosc plyty jest mata w poréwnaniu z jej pozostatymi wymiarami;

b) ugiecia ptyty sa mate w poréwnaniu z jej gruboscia;

C) ptaszczyzna srodkowa ptyty nie ulega odksztatceniu;

d) punkty lezgce na normalnych do ptaszczyzny srodkowej przed odksztatceniami, lezg na normalnych do powierzchni srodkowej po odksztatceniu;
e) naprezenia normalne do plaszczyzny plyty moga by¢ pominigte.

Z punktu d) tych zalozen wynika, ze przemieszczenia punktow lezacych wewnatrz ptyty zmieniajg si¢ liniowo na jej grubosci (Rys. 7.1)
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Rys.7.1
ow 0
u, :—ZE, Uy ==z u, =w(x,y).
Odksztalcenia wyraza si¢ wiec zalezno$ciami:
ou, *w ou, *w ou, Ou, 5 *w
e = = -, == — , = 4+ — = —
T ox o o oy : oy? Y oy Ox z OxOy

Wektor odksztatcenia mozna zatem przedstawi¢ w postaci:
€ = -2 OW(X,y),

gdzie wektor 0 jest wektorem operatoréw rozniczkowych:

0
XX 62 62 62
0=|0, (,a0,==5,0,=—5,0,= :
5 ayy A y 6y2 xy Ox0y

Xy

(7.1)

(7.2)

(7.3)
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Zatozymy ptaski stan napr¢zenia w plycie, stad wektor naprezenia wyznaczy¢ bedzie mozna nastgpujaco:

o =D g =-zD ow(xy), (7.4)
gdzie D jest macierza statych sprezystych okreslong dla PSN:
. . z
a) naprezenia I plaszczyna $rodkowa
I v 0
E
D= >lv 1 0
l-v 0 0 1-v
2

Wprowadzimy teraz pojecia sit wewnetrznych (momentow i sit poprzecznych):

hi2 hi2 h/2

A
M, = chzdz, M, = Icyzdz, M, = Irxyzdz, =\
~h/2 ~h/2 ~h/2 =
y \
02 W2 (7.5) / T,

Qx = v'.F[:)czdzl Qy = J‘Tyzdz' *

~h/2 ~h/2

b) sity wewnetrzne dy

A

Rownowaga infinitezymalnego elementu ptyty pokazanego na rys 7.2b prowadzi do

uktadu rownan: y Q q(x.y) j/i 0,
20, @ “

0

—+—y+q(x,y)=0, A

ox oy 0
oM, oM, (7.6) 4

Ox oy ¥ f .

M,
oM,, oM,
— Qy
ox Oy RYs.7.2
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Po wykonaniu catkowan (7.5) przy uwzglednieniu (7.4) otrzymamy:

! ox? oy
*w  'w (7.7)
My =-D ¥+V6x—2 ,
M. =—pl-v) Y
W v oxoy

gdzie D oznacza tzw. sztywno$¢ ptytowa zdefiniowang rownaniem:
__E (7.8)
12(1-v?)

Z dwoch ostatnich réwnan otrzymujemy zwiazki okreslajace sity poprzeczne:

[83w 83WJ
0,=-D 5 ,

D

3+ 2
ox~  OxOy (7.9)
- oy o)’
Podstawiajac sity poprzeczne do pierwszego z rownanh otrzymamy:
o* o* o* :
Zv+2 2w2+ szq(x ») (7.10)
ox ox“oy~ 0Oy D

Jest to biharmoniczne czgstkowe rownanie rozniczkowe, ktore powinna spetnia¢ funkcja ugiecia W(x,y)w obszarze ptyty. Na krawedziach ptyty powinny

by¢ spetnione warunki brzegowe:

ow . . .
a) w=0, P 0 - na krawedzi utwierdzone;,
n
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7.2.

*w ) . .
b) w=0, o 0 - na krawedzi swobodnie podparte;j,
n
c) M,=0,V,=0 - nakrawedzi swobodne;j.
W warunkach tych n oznacza kierunek normalnej do krawedzi a V,, jest silg zredukowang wprowadzong w 1850 r. przez Kirchhoffa [18].

Sita ta taczy wptyw momentu skrecajgcego Mps oraz sity poprzecznej Q, na brzegu swobodnym (Rys7.2b):

oM, FW ) a%} (7.11)

gdzie n oznacza kierunek normalnej do brzegu, a s stycznej do brzegu ptyty.
Ta modyfikacja warunkéw brzegowych okazata si¢ niezbg¢dna, gdyz rownanie czwartego rzedu (7.10) nie moze spetnia¢ na brzegu trzech warunkow,

ktore wynikaja z wymogow znikania naprezen na swobodnym brzegu: M,s=0, M,=0, Q,=0.

TROJKATNY ELEMENT SKONCZONY PLYTY CIENKIEJ]

Pokazemy teraz sposob konstruowania macierzy sztywnos$ci elementu trojkatnego ptyty cienkiej (Rys.7.3).

Wprowadzimy tez kilka wygodnych oznaczen:

. W(X,y) - oznacza przemieszczenia powierzchni srodkowej elementu;
. ¢, = — - jest katem obrotu elementu wokot osi X;
Oy
ow 1o
. Py == " jest katem obrotu elementu wokot osi y.
X
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a) przemieszczenia weziow

b) sity weztowe
Rys.7.3

Wezet elementu ptytowego jak wida¢ na Rys.7.3 ma trzy stopnie swobody. Zatem wektory przemieszczeh weztowych elementu w uktadzie

lokalnym zapisa¢ mozna nastgpujaco:

w; w; wy
W= @y | U= 0y |y W=l | (7.12)
@iy Py Pry

a wektor przemieszczen elementu:

u=|u, |. (7.13)
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Sity weztowe skierowane sg analogicznie do przemieszczen (Rys.7.3b), stad analogiczne oznaczenia wektorow sit weztowych:

o, 0, Oy
fo=| My |, By =| M |, £y = My |. (7.14)
Miy ij Mky

fe={f" |. (7.15)

Powierzchnia odksztalconego elementu aproksymowac bedziemy wielomianem trzeciego stopnia zaproponowanym przez J.LTochera w 1962 r.:

w(x,y) =a, +a2x+a3y+a4x2 +a5xy+a6y2 +a7x3 +ag(x2y+xy2)+agy3 = T]Ta, (7.16)

gdzie
_ . _ _611 _

X a,
y as
x2 a,
n= Xy , a=| ds

2
y ae
x? a,

2 2

X“y+xy ag

3
y i | 49
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Wspoétczynniki a; ... ag funkcji w(x,y) wyznaczymy z warunkéw brzegowych w weztach i, j, k:
WX, Y,) =Wy 0,(%,1,) =04, 0,(X,3:) =9,

WX,y =W, 0 (X)) =04, 0,(X;,;) =0, (7.17)
WXL V) = Wes 0, (X 00) = @ @3, (X, i) = @y

Po wyliczeniu katow obrotu otrzymamy:

= awé—))c;,y) = a, +asx +2agy +ag(x* +2xy) +3ayy>,
(7.18)

¢,=- awg;,y) = —[az +2a,x +asy +3a,x7 +ag(2xy + yz)] :
Wstawimy teraz rownania (7.16) i (7.18) do warunkow brzegowych (7.17) otrzymujac:
Ma=u", (7.19)
gdzie M jest macierzg kwadratowa zalezng od wspotrzednych weztow elementu.

a az as a as as az as g

1.0 i 0:i0 0 0 O 0 0w

0 0 1 0 0 0 0 0 0 Qix

0 -1 0 0 0 0 0 0 0 Piy

1 x 0 2 0 0 0 U
M=| 0 0 1 0  x 0 0 X2 0 fox (720

0 -1 0 -2X; 0 0 i_3 xj2, 0 0 iy

1 X Yeoox2 %Y 2w Xy x|yl (W

0 0 1 0 Xk 2y 0 x,f +2x,y, 3 y,f Prx

0 -1 10 2% W 0 _32 2y -2 0 [og

132



Rozwigzanie rownania (7.19) przedstawi¢ mozna nastepujaco:

a=M"'u"°,

gdzie M jest macierza odwrotna do M. Znalezienie macierzy M™ jest mozliwe wtedy, gdy detM = 0 (por. dodatek nr 1),

€O nie zawsze ma miejsce w naszym zadaniu, gdyz

detM :xjs.y,f(2xk + Y —xj)

Oznacza to, ze w przypadkach, gdy wierzchotek k elementu znajduje si¢ na prostej o rownaniu y = x; —2x, to macierz M staje si¢ osobliwa.

Problem rozwiazuje si¢ woéwczas przez zmiang lokalnego uktadu wspotrzednych.

Obliczymy teraz wektor odksztalcenia okreslony rownaniem (7.3)
e=—20W(X,y)=—zoq'M'u®=-zB'M'u*

gdzie B*=¢ nT jest macierzg prostokatng, ktorej sktadowe sg rowne:

000200 6x 2y 0
B'=/0 00002 0 2x 6yl
000020 0 4x+y) 0

Porownujac rownanie (7.23) z definicjg macierzy geometrycznej B¢, otrzymamy
B°=—zB'M".

Mozemy zatem wykorzysta¢ definicj¢ macierzy sztywnos$ci zawarta w rOwnaniu:

h/2
K= [(B*) DB@7 =(M")" [z [(B") DB'd /M =

7" —h/2 A

(7.21)

(7.22)

(7.23)

(7.24)

(7.25)

(7.26)
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11— V)( )Tf/( B*) DB'd /M.

Po oznaczeniu catki wystepujacej w tym rownaniu przez K" i wykorzystaniu definicji sztywnosci ptytowej mamy:

T
K*=DM™!) K'M™. (7.27)
Po wykonaniu mnozen macierzowych pod znakiem catki w roéwnaniu (7.26) mamy
K* - (7.28)
gdzie
[0 0 0 0 0 0 0 0 0
000 0 0 0 0 0 0
000 0 0 0 0 0 0
000 4 0 4v 12x 4y +xv) 12yv
000 0 2(1-v) 0 0 4x+y)(1-v) 0
S=l0 0 0 4v 0 4 12xv 4(yv+x) 12y
000 I2x 0 12xv 36x2 12(xy+x2v) 36xpv
4 3y2 +4xy+3x2 +
0 00 4(y+xv) 4(x+y)(1—v) 4(yv+x) 12(xy+x2v) ( ) 12(y2v+xy)
—8V(x2 +xy+y2)
000 12w 0 12y 36xpv 12(y2v+xy) 362

Przy obliczeniu catek funkcji wystepujacych w rownaniu (7.28) pomocne okaza si¢ zwiazki:

1
Id.% =5 XYk
A
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J.xd. % :éxjyk(xj +xk),
A

2
X Vi

o1
£yd.%:8

(7.29)

J-xzdﬂ/é :%xjyk(sz. + XX +x1§),
A

J.xyd.,,% = ixjy,f(xj +2xk) :
N

1
2 / 2
vdiZ=—xy;.

Macierz (7.26) okreslona jest w lokalnym uktadzie wspotrzgdnych. Musimy zatem transformowac ja do uktadu globalnego zgodnie z zalezno$cia:
Ke — ReKve (Re)T )

Macierz obrotu elementu R jest rowna:
R¢ = R. , (7.30)

gdzie R, R}, Rk sa macierzami obrotu weztow. Gdy we wszystkich weztach uzywamy tego samego ukladu wspolrzednych (tak byto w tym rozdziale)

mozna uzy¢ tylko jednej macierzy obrotu: R; = Rj, R = R;,

1 0 O
R.={0 ¢ -5, (7.31)
0 s ¢

gdzie ¢ =cosa, s=sina, o jest katem migdzy osiami X uktadu globalnego i osig X uktadu lokalnego (Rys.7.4).
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Warto$¢ 1 w pierwszym wierszu macierzy R; jest konsekwencja faktu, ze osie Z i Z sg rownolegle.

Rys.7.4

Element trojkatny, ktorego macierz sztywnosci otrzymali$my, odznacza si¢ pewng wygodna cecha, mianowicie bardzo tatwo dyskretyzuje si¢ przy jego pomocy
ptyty o dowolnych ksztattach. Element ten w polaczeniu z elementem trojkatnym tarczy moze by¢ uzyty jako element powtoki (por. [12]).
Element o innych ksztattach (prostokatne lub dowolne czworokaty) oméwione sg w ksigzkach Bathego [1], Zienkiewicza [19],[20], Rao [13], i Rakowskiego [12].
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