8 Metoda objetosci skonczonych

Metoda objetosci skonczonych lub objgtosci kontrolnych (obszarow kontrolnych) zostala zbudowana na zasadzie ostabienia warunkow opisanych
rozwiazywanym rownaniem roézniczkowym. Zamiast spetnienia warunku w dowolnym punkcie obszaru zadamy, aby zostal on spelniony w sposéb catkowy w
matym obszarze kontrolnym. Duza dowolno$¢ ksztaltowania tych obszarow powoduje tatwos$¢ generowania odpowiednich réwnan wyznaczajacych wartosci
weztowe poszukiwanej funkcji. Z tego powodu metody objetosci skonczonych wyparlty w wigkszos$ci zastosowan praktycznych zaprezentowana w poprzednim
punkcie metodg r6znic skonczonych.

Rys. 8.10 Obszar kontrolny zbudowany wokot wezta siatki 2D

Ze wzgledu na sposdb wybierania obszaru kontrolnego metody objgtosci skonczonych mozna wyr6zni¢ dwa podejscia:
= obszar kontrolny zbudowany jest wokot wezta siatki (rys. 8.10),
» obszar kontrolny rownowazny jest komoérce siatki (rys. 8.13).
W pierwszym przypadku niewiadomymi beda wartosci funkcji w wezlach siatki a obszar kontrolny zbudowany jest przez polaczenie krawegdziami $rodkow
komorek o wspolnym wezle, jak narys. 8.10, lub przez utworzenie innej, podrzednej siatki rozdzielajacej obszary kontrolne poszczegolnych weztow. Podejécie
drugie powoduje, ze niewiadomymi sa wartosci funkcji w punktach srodkowych (najczesciej sa to $rodki cigzkosci) komorek — rys. 8.13, 8.14. Wyznaczanie
wartosci posrednich, lezacych migdzy weztami siatki odbywa si¢ tu zwykle metoda interpolacji liniowej lub przez usrednienie sasiednich wartosci. Mozliwe jest

8-1



jednak jawne wprowadzenie dowolnej funkcji interpolacyjnej analogicznie jak ma to miejsce w Metodzie Elementow Skonczonych, co nazywane jest zwykle
metoda hybrydowa.
Zastosowanie metody pokazane zostanie na przyktadzie rozwiazania rownania Poissonaw obszarze 2D.

8.1.1 Obszar kontrolny zbudowany wokoét wezta siatki

Jako przyktad ilustrujacy zastosowanie metody objgtosci skonczonych (kontrolnych) wybierzemy rozwiazanie dobrze znanego réwnania Poissona (8.19),
ktoreteraz zapiszemy w nieco innej postaci:

o°u %
yjty+ p(x,y) =0. (8.1)

Calkujac to rownanie w obszarze kontrolnym (2, otrzymamy:

i[u,)o(+u,yy+p(x, y)]d.on, (8.2)

gdzie 0znaczono u,,, = 8%u/ox?, u,,, = 0°u/dy> .
yy

Stosujac twierdzenie Gaussa-Ostrogradskiego mozna wyrazi¢ calk¢ powierzchniowa (lub objgtosciowa gdy rozwiazujemy zadanie 3D) w obszarze (2 przez calkg
obliczona na konturze (lub powierzchni) obszaru:

Jlusncruyny) dr+ [ p(xy) de o, (8.3
r Q

gdzie I" oznacza brzeg obszaru, a ny i ny sa sktadowymi wektora normalnego do tego brzegu. Wyrazajac pierwsza calkg przy pomocy sumy oraz zastgpujac
pochodne ilorazami r6znicowymi otrzymamy:

Au Au
;{Aan+Ayny} Ar+£p(x, y)dQ2 =0, (8.4)

gdzie 2r oznacza sumowanie réznic skonczonych na wszystkich odcinkach brzegu obszaru. Druga catke mozna obliczyé dowolna metoda numeryczna np.
stosujac kwadratur¢ Gaussa. Wyrazajac ja w najprostszej postaci mamy:

J. p(X,y) dQ2 = pQ, gdzie p oznacza érednig warto$¢ p(x,y) w obszarze (2.
Q



1

Rys. 8.11 Obszar kontrolny w postaci 10-cio boku

Narys. 8.11 przedstawiony jest obszar kontrolny w postaci dziesigcioboku otaczajacego wezet ,,0”. Zaktadajac, ze skltadowa normalna wektora gradientu: du/dn
jest stata na obu odcinkach brzegu ;/(()ia), }/(()ib) , sasiadujacych krawedzia ,,0-1”, otrzymamy:

Au Au L
Z{Ax Ny +Ayny}AF = Z(Ui ~Uo)70i » (8.5)
r i=1
gdzie:
A(?‘)+A(b) A(a)+A (b)
Yoi = Yoi Yoi _ Xoi Xoi ) (8.6)

X —X Yi = Yo

W réwnaniu tym wyeliminowane zostaty skladowe normalnej dzigki zwiazkom:
Ay = ArgIne, A = —ArgTny, Y = (% +%0) = Xar Y = (% + Yo) ~ Y,

Ay§) = AT, A = —ATgPny, G =% = 505 +%0), Y5 = Yo = 3 (% + Yo) -

Symbolem N oznaczono liczbg krawgdzi siatki przechodzacych przez wezet ,,0” (N=5 dla przypadku przedstawionego narys. 8.11), indeks a oznacza wierzchotek
obszaru kontrolnego lezacy w cz¢sci poprzedzajacej krawedz ,,0-i”, a b wierzcholek w czgéci nastgpne;.
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Rozwiazujac zadanie identyczne z opisanym w punkcie otrzymamy zgodnie z 0znaczeniami podanymi narysunku 8.12 :
Q = a2, 5: po

2+a/2 -a/2—-a/2
r=0-32FA2_y o TAZTAZ_y

a a
2+a/2 —-a/2—-a/2
7811:76‘/ aa/ -0=1, 7/85:a/_aa/ -0=1,

gdzie zerowymi warto$ciami zastgpione zostaty ilorazy typu 0/0 co odpowiada znikaniu iloczynu skalarnego wektora gradientu i wektora normalnego

3 6 9 12 15
Yso
Yss Vs 11
2 5 ) 8 . 11 14
ns(g n8(121)
Y7
! g
1 4 7 10 13

Rys. 8.12 Kwadratowy obszar kontrolny we¢zta Nr 8
Zapisujac teraz rownanie (8.50) dla obszaru zbudowanego wokot wezta Nr 8 otrzymamy po uwzglednieniu zwiazkow (8.51 i 8.52) rownanie:

(u7—Ug) 987+ (U11— Us) ¥811+ (Ug— Ug) 780+ (Us— Ug) y55=—a 2 po, (8.7)
ktore po uporzadkowaniu przyjmie postac:
U5+U7+U9+U11—4U8:—8.2p0, (88)

identyczna z rownaniem (8.23).



Podobnie zapisujac rownania dla weziow Nr 5 1 11 otrzymamy zwiazki (8.22) i1 (8.24), ktoére po uwzglednieniu warunkow brzegowych dadza to samo
rozwiazanie, ktore podane zostatlo w rozdziale po§wieconym metodzie réznic skonczonych. W przypadku ortogonalnej siatki dyskretyzujacej obszar rozwiazania
metoda objgtosci skonczonych staje si¢ identyczna z metoda réznic skonczonych.

8.1.2 Obszar kontrolny rownowazny komorce siatki

Narys. 8.13 przedstawiony jest obszar kontrolny, ktorym jest komorka ograniczona krawedziami siatki dyskretyzujacej obszar rozwiazania. Niewiadomymi
w tym przypadku sa wartosci funkcji u(x,y) w punktach srodkowych (A, B, C, D..) lezacych we wngtrzu komorek: Ua, Us, Uc, Up. Wartosci wezlowe, wystepujace

w rownaniach, oblicza si¢ zwykle najprostsza metoda usredniajac sasiednie wartosci : qu%(u1+u2+u3+u4) — w obszarach czworokatnych lub

Up = %(ul + Uy + u3) — w obszarach trojkatnych.

n,

Rys. 8.13 Obszar kontrolny rownowazny komorce Siatki 2D

Réwnanie (8.50) pozogtagje tu dalej w mocy, ale szczegdtowe wyrazy sumy beda teraz odmienne od (8.51, 8.52). Dla przyktadu, gdy obszar kontrolny jest
czworokatem (rys. 8.14) mamy



Z{jinx +j;ny}Ar = Z(ua —Up)7, » (8.9

a=AB,C,D

gdzie

a a

= - . 8.10
Xa - XO ya - yO ( )

Va

Obliczajac najprostszym sposobem wspotrzedne punktow srodkowych (usredniajac wspotrzedne sasiadujacych weztdw siatki) otrzymamy:
N N

X =N D% Ya =N D%
i=1 i=1

My =X =Xy AYp =Y, =Y, Mg =% =X, A=Y=,
M =X%=%, AYc=Y;=Y,, Xy =X =X AYp=Y,—VYs -
Pozwala to utozy¢ réwnania dla wszystkich punktow srodkowych, lezacych wewnatrz siatki.

Rys. 8.14 Czworokatny obszar kontrolny



8.1.3 Podejscie wzorowane na Metodzie Elementéw Skonczonych

Biorac obszar kontrolny utworzony wokot wezta siatki i wprowadzajac jawnie funkcje aproksymujace otrzymamy wersj¢ Metody Objetosci Skonczonych
(Kontrolnych) podobna do Metody Elementéw Skonczonych (MES). Analogia okazuje si¢ jeszcze blizsza gdy zastosujemy sposob budowania (agregacji) uktadu
rownan, w ktorym budujemy macierz wspotczynnikow w kolejnosci ,,oczek™ siatki (elementow) co pozwala utworzy¢ macierze geometryczne analogicznie jak
tworzone sa macierze sztywnosci w MES (por. Podgorski, Btazik-Borowa [2001]). Podejscie to pokazemy na przyktadzie trojkatnego oraz prostokatnego elementu
siatki zastosowanego do opisanego poprzednio réwnania Poissona.

W ksiazce T. J. Chunga [2002] mozna znalez¢ przyktad zastosowania elementu czworokatnego, o dowolnym ksztalcie, co mozliwe jest po wprowadzeniu
ukosnokatnych, lokalnych uktadow wspotrzgdnych.

Wyrazimy poszukiwana funkcje u(X,y) w obszarze elementu ,,€” — u®@(x,y), przez sumg iloczyndw wartosci weztowych U; 1 funkcji aproksymujacych N©@(xy):

Lw
U9 (xy)= > NEx ), (8.11)
i=1

gdzie Lw oznacza liczbe wezldw elementu. Funkcje te w metodzie elementéw skonczonych nosza nazwe funkcji ksztattu (por. Zienkiewicz [1972], [1994] oraz
Podgdrski, Btazik-Borowa [2001]) lub funkcji prébnych (por. Chung [2002]).

Po podstawieniu tego wyrazenia do (8.49) otrzymamy catkeg po brzegu obszaru kontrolnego zbudowanego wokot wezta K

33 [(NGn? + NG udr = 33 60 - Y0 612
e=g i=1 rk(e) e=g i=1 e=¢

gdzie gorne indeksy (€) oznaczaja numer elementu potaczonego z rozwazanym weztem ,,K”, € — jest numerem pierwszego elementu a e, — numerem ostatniego
elementu potaczonego z weztem, I & — fragmentem obwodu obszaru kontrolnego wokot wezta ,K”, nalezacego do elementu e.

Lw
W réwnaniu (8.58) oznaczono: G\ = j (Nif‘*x)nie) +NOnl® )dF ,oraz g® = ZG,E?)ui . Sktadowe G{® macierzy geometrycznej G® oznaczaja wptyw i-tego wezla
IS i=1

elementu (e), na warto$¢ calki po brzegu obszaru kontrolnego utworzonego wokot wezta ,,K”, sktadowa gl((e) wektora weztowego g®

elementu (e) w tej catce — réwnanie (8.49).

, jest udziatem catego

8.1.3.1 Element tréjkatny

Przyjmujemy liniowe funkcje ksztattu: Ni(X,y) = ag + Xax + Y ayi , gdzie stale agi, axi, ayi sa tak dobrane aby funkcja Ni(X,y) przybierata w wezle ,,i” wartos¢
jednostkowa i zerowe warto$ci w pozostatych weztach elementu. Warunek ten mozna wyrazi¢ w zwigzlej postaci nastgpujaco:

Ni(e)(xj!yj) = Gjj » (8.13)



gdzie delta Kroneckera— 9;=1gdyi =j, lubOgdyi #]j.
Przyjecie liniowej ksztaltu pozwala tatwo obliczy¢ wartos¢ catki w rownaniu (8.58):

G = ans +alPni® )@, (8.14)

gdzie 7@ oznacza ta czesé obwodu obszaru kontrolnego wokot wezta ,K”, ktéra nalezy do elementu ,,e”, @ Ne, Ny sa skfadowymi wektora normalnego do tego
brzegu, sumowanie odbywa si¢ po wszystkich odcinkach brzegu.

Rys. 8.15 Element trojkatny i lokalny uktad wspotrzednych

Obliczymy teraz wartosci skladowych Gy macierzy geometrycznej elementu trojkatnego pokazanego na rys. 8.15. Tak przyjety lokalny uktad wspotrzednych daje
nastgpujace wartosci statych ,,a” funkcji Ni(X\y) : a1 = 0, aq = 0, as=1hy, gdzie h; jest wysokoscia trojkata poprowadzona z wierzchotka ,,1”. Poniewaz
fragment brzegu obszaru kontrolnego wokoét wezta ,,1”, nalezacy do jednego elementu sktada si¢ z dwoch odcinkow o dhlugosci 52 | 713 to sktadowa Gii sumy
(8.60) w obszarze elementu trojkatnego obliczona dla funkcji Ni(X,y) ma warto$¢:

o -

(e)
L (0 @)= 1(cga,ctgay),  (815)

hl(e) m(e)



gdzie b jest dlugoscia boku lezacego naprzeciw wierzchotka ,,1”, oz as sa katami trojkata lezacymi przy wezlach ,,2” 1,,3”.

Podobne obliczenia dla fragmentu brzegu wokot wezta ,,2” daja:

1 b{® cosa

G = = (n§,92)1y§? + n§,92)3;/§§)): @ $=ZIctgas, (8.16)
1 b{® cosa

Gig(la) - h(e (n%)l}/:g(le) + n§/%)27§(23)): PG 2 = %Ctgaz : (8.17)

gdzie b, i bzsa dlugosciami bokéw lezacych naprzeciw wierzchotkow ,,2” 1,,3”.
Podobne obliczenia nalezy przeprowadzi¢ dla funkcji ksztattu Na(X,y) oraz Ns(x,y).
Zbierajac wszystkie obliczone sktadowe w macierz otrzymamy zalezno$¢:

g¥=G® y@ (8.18)

lub w postaci rozwinigtey:
(e) (e)

g [© [Fere) o c, Uy
02| = 2 C3 — (¢ + ) C up | (8.19)
O3 G ] - (G +¢) Uz

gdzie ¢ = ctge , awektor u® = [u]® zawiera wartosci wezlowe poszukiwanej funkcji u(X,y) w weztach sasiadujacych z elementem (€).

8.1.3.2 Element prostokatny

Réwnania (8.57) i (8.58) pozostaja rowniez w mocy dla innych typéw elementéw. Pokazemy teraz przyktad wyznaczania macierzy geometrycznej G

elementu prostokatnego o bokach by, by, ktory pokazany jest narys. 8.16.

Funkcje ksztattu Ni(X,y) , gdzie i=1..4 — jest lokalnym numerem we¢zta elementu, powinny spetnia¢ warunek (8.59). Najprostsza postacia takiej funkcji jest

wielomian postaci: N(X,y)= ap+aiX +ay +ag Xy , ktory mozna otrzymac biorac iloczyny funkcji liniowych:
E=xlby, &'=1-¢, n=ylby, n’=1-n.0Odpowiednie wielomiany przyjmuja wtedy postac:

Ni(xy) = (1-&)(1-m),  Na(xy) =& (1-1),
Na(xy) =< n, Na(xy) = (1-8) n . (8.20)



Y RER ] nes
—>

%=h/2 X

1 b, 2 e

Rys. 8.16a Element prostokatny o bokach by by. Zaznaczono brzeg obszaru kontrolnego wokot wezta 1

Aby wyznaczy¢ skladowe macierzy geometrycznej G® nalezy wykonaé catkowania opisane réwnaniami (8.12).
Wykonajmy teraz szczegdtowe obliczenia sktadowych pierwszego wiersza macierzy G®:

by/2 by /2 b 0.5 b 0.5
G - | (N©n® + N@n® r = [Ny [N aak=" [-@-mdn+ X [-@-&)de=
r{® 0 0 X0 Yo
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=h/2 X

Rys. 8.16b Element prostokatny o bokach by by. Zaznaczono brzeg obszaru kontrolnego wokoét wezta 2

y/2 bx
G = _[ (N©n® + N@n® dr = _[ NS - (1) dy+ j N9 -1dx =
r{® b, /2

1.0
by

0.5
Ja-man+ X [-a-&)dz =
0

73’
b,
Yos
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X

Rys. 8.16¢ Element prostokatny o bokach by by. Zaznaczono brzeg obszaru kontrolnego wokot wezta 3

10 10
b

| . )
*Ja-man+ > [a-gs -

by, b,
G = '[(Nl(f;)ng) +N{In® )drz le(i) (1) dy+ _[Nl(? (=1) dx:F
X 05 Y 05

Y
Fée) by/2 bx/2
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| k=2 n=1
e 1

1 b( 2

Rys. 8.16d Element prostokatny o bokach by by. Zaznaczono brzeg obszaru kontrolnego wokoét wezta 4

X

by by /2 10 05
b b
G2 = [N+ NP lar = [N 2dy+ [N -(Dax=* [-@-mn+ > [a-oe -
r® b, /2 0 X 05 Yo
,7L0 ,70.
fo-m ] He-8] Yo
2 A 2 8 A
05 0

Po wykonaniu pozostalych calkowan w obszarze elementu otrzymujemy macierz geometryczna G® elementu prostokatnego w postaci:

-3 1+2 1 1-2x
1+2« -3 1-2« 1
1-2¢ -3 1+2¢ | (821)
1-2x 1 1+2« -3

(& =
G9= 1(1+12)

gdzie A=b,/b,, k= (1-22)/(1+ %) .

8-13



W przypadku siatki 0 oczkach kwadratowych mamy: 4 =1, k= 0, macierz geometryczna znacznie si¢ upraszcza:

-3 1 1 1
o 11 -3 1 1
41 1 -3 1

1 1 1 -3

G (8.214).

8.1.3.3 Przyklady tworzenia ukladu réwnan

Wyniki otrzymane w réwnaniach (8.19) i (8.21) postuza teraz do poréwnania roznych postaci uktadu réwnan, ktory otrzymujemy w celu wyznaczania
warto$ci wezlowych Ui poszukiwane funkcji u(x,y) stosujac opisane typy elementow. Postuzymy si¢ w tym celu tym samym przyktadem, ktéry uprzednio

rozwiagzany zostal metoda réznic skonczonych oraz metoda objgtosci skonczonych w p. 8.1.1.

y
A
1 .
= 3 3 6 9 12 15 3 6 9 12
a 2 8 14 2 5 1
vy > X
2 1 4 7 10 13 1 4 7 10
a) element b) siatka Nr 1 c) siatkaNr 2

Rys. 8.17 Element trojkatny oraz dwie rézne siatki dyskretyzujace obszar rozwiazania

15

14

13

Element trojkatny o bokach: b =aJ/2, b,=a, by=a i powierzchni Az%az, pokazany na rysunku 8.17a Wartosci kotangensoOw wynosza:

ca=ctgas=0, c;=ctgap=1, c3=ctgaz=1. Macierz geometrycznatego elementu jest zatem rowna:

-2 1 1
szé 1 -1 0
1 0 -1
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Budujac obszar kontrolny wokot wezta Nr 8 (rys. 8.17b) otrzymamy:

4
Z gs(e) =—Qpo, lub w postaci rozwinigte;:
£ (8.22)
0,5(us+u7—2Ug) +0,5(Ur+ Uiz— 2 Ug) +
+0,5 (Ui + Ug— 2 Ug) + 0,5 (Ug + Us— 2 Ug) =~ 2o,

ktore po uporzadkowaniu przyjmie postac:

Us + U7+ Ug + Upp —4Us = — Q2 Po (8.23)

. . . . . - ) ) ) ) A 2
podobng do otrzymanej w rownaniu (8.23). Wielko$¢ obszaru kontrolnego (2 jest tu nieco mniejsza niz w réwnaniu (8.23) 1 wynosi €2, :4-§:§a2.
Przyjmujac siatkg elementow o nieco innym ksztalcie (rys. 8.17c) otrzymamy (2, =8- g = ;‘raz, a zatem wigcej niz w réwnaniu (8.23). Warto$¢ srednia obszarow
kontrolnych obu siatek jest réwna Q=27 tzn. tyle ile obliczonaw réwnaniu (8.23).

Element kwadratowy o boku a, zastosowany do dyskretyzacji tego samego obszaru daje znacznie bardziej rozbudowany uktad rownan, co spowodowane jest
wyzszym stopniem wielomianu interpolacyjnego zastosowanego jako funkcja ksztaltu tego elementu — por. réwnanie (8.66). Macierz geometryczna elementu
kwadratowego (1=1, k=0) obliczona na podstawie (8.67) jest rowna:

-3 1 1 1
m_11 -3 1 1
411 1 -3 1
1 1 1 -3
Obszar kontrolny zbudowany z tych elementow wokot wezta Nr 8 (rys. 8.17) implikuje rownanie:
(U5+ s+ u;— 3 Ug) + (U7+ Upp+ Ui —3 Ug) +

G

.24
(U11+U12+U9—3U8)+(U9+U6+U5—3U8):—4.on, (8 )

ktore po niewielkich przeksztalceniach przyjmuje postac:
(U4+ Uio+ U + Ue) +2 (U5+ Uz + U+ Ug) —-12ug=-4 c’;l2 Po . (8.25)
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Powierzchnia obszaru kontrolnego €2 = a2 jest tu taka sama jak w rownaniu (8.23). Wypisujac podobne réwnania dla weztéw 5 i 11 (por. rys. 8.6) i uwzgledniajac
warunki u=0 na brzegach obszaru, otrzymamy nast¢pujacy uktad roéwnan:

6 -1 0| |u 1
-1 6 -1|-|ug|=2a%py 1]. (8.26)
0O -1 6 U1 1

Po jego rozwiazaniu otrzymujemy wartosci weztowe poszukiwanej funkcji u(Xy) Us = U , U11=0,41176 a’po, Ug=0,47059apo, nieco roézniace si¢ od
rozwiazania roOwnania (8.25). Porownujac to rozwiazanie z wartoscia doktadna , dostaniemy btad rowny +3,315% , a wigc nieco mniejszy niz btad rozwiazania
uzyskanego metoda r6znic skonczonych.

8.1.3.4 Przyklady rozwiazania rownania Poissona za pomoca systemu KAM

FEAS/KAM jest edukacyjnym systemem wspomagajacym nauczanie Metody Elementéw Skonczonych. System zostal opracowany w Zakladzie
Oprogramowania Inzynierskiego Politechniki Warszawskiej pod kierunkiem Zbigniewa Kacprzyka. Celem podsystemu KAM jest realizacja podstawowych
funkcji rachunku macierzowego wzbogaconych o generowanie macierzy Metody Elementéw Skonczonych. Opracowany zestaw komend umozliwia
komponowanie algorytméw analizy statycznej (w zakresie liniowym i nieliniowym) oraz dynamicznej przy zastosowaniu Metody Elementow Skonczonych.
Wersje 1.0 1 1.1 podsystemu FEAS/KAM dostgpne sa bezptatnie. Autorami systemu sa: Z. Grodzki, J. Jankowski, Z. Kacprzyk, M. Maj, J. Orysiak, B. Pawlak,
B. Pawlowska, M. Sokol, T. Sokét.

Metoda Objetosci Skonczonych nie jest w systemie uwzgledniona, tak wigc operacje konstrukcji macierzy geometrycznych bgdziemy musieli wykonaé
metodami inicjowania macierzy wartosciami wyliczonymi na podstawie roéwnania (8.21).

Rozwiazany zostanie tu wielokrotnie omawiany przyklad rownania Poissona w obszarze prostokatnym o wymiarach 4ax2a z zerowymi warunkami na
brzegu. Rownanie Poissona opisuje ugigcie blony napigtej na brzegu obszaru statym naciagiem i poddanej wewnatrz obszaru dziataniu stalego ci$nienia, co mozna
opisa¢ rbwnaniem:

o°u . o°u )

S+ =—Pg

ox2 oy :
gdzie pp 0znaczailoraz po= qo/To , Qo jest stalym cisnieniem a Ty staltym naciagiem blony.
Zadanie Nr 1
Rozwiazane zostanie rOwnanie Poissona przy podziale obszaru na 8 kwadratowych pdl, jak pokazano na rysunku 8.18a. Jak wida¢ tylko 3 wezty siatki o

numerach: 1, 2, 3 maja nieznane przemieszczenia, pozostale wezty lezace na brzegu maja przemieszczenia rowne 0. Na rysunku wezly brzegowe oznaczone sa
numerem 0, co spowoduje, ze system KAM automatycznie wyzeruje w nich przemieszczenia.
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v e | 8 | a

0 1 2 3 0
5 | ® | @ @

0 0 0 0 0

Rys. 8.18a Podzial obszaru btony na 8 kwadratowych pdl

Macierz geometryczna pola nr 1 wyznaczymy na podstawie rownania:

-3 1 1 1
1 -3 1 .
cw=1 , podobnie jak w punkcie 8.1.3.3.
4| 1 1 -3

1 1 1 -3

Pozostate podobszary sa identyczne, wigc ich macierze geometryczne zostana przyjete analogicznie.

Powierzchnia obszaru kontrolnego zbudowanego woko! wezta siatki jest rowna € = a2
Macierze globalne zadania sa rowne:

G-u=p,
-3.0000 0.5000 0.0000 Uz -1.000
0.5000 -3.0000 0.5000|. | W, = a?pg | -1.000
0.0000 0.5000 -3.0000 Us -1.000

Po rozwiazaniu uktadu rownan otrzymujemy:

041176
u=|0.47059 | a2 py
0.41176

Warto$é dokladna ugiccia maksymalnego wynosi Uma=0.45549 a’py
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Maksymalna warto$¢ obliczona u,=0.47059 apo
Btad obliczen: € = (1 — Up/Umax)-100% = 3.315%

Komendy systemu KAM rozwigzujace zadanie

! Obszar prostokatny 2a x 4a podzielono na 8 kwadratowych p6l o wymiarach a x a
I Tworzenie macierzy geometrycznej kwadratowego obszaru kontrolnego

dm Gl 44 -0.75 0.25

I Wektory alokacji obszardw kontrolnych, wezty brzegowe numerowane sg jako 0
imi AL1 4

0100

imi AL2 4

1200

imi AL3 4

2300

imi AL4 4

3000

imi ALS 4

0010

imi AL6 4

0021

imi AL7 4

0032

imi AL8 4

0003

'GTobalna macierz geometryczna

dm G 3 3

dal G
dal G
dal G
dal G
dal G
dal G
dal G G1 ALY

dal G G1 AL8

I Tworzenie wektora prawe]j strony
imp 31

-1 -1 -1

I Rozwigzanie uktadu réwnan
roGp

WS p
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Zadanie Nr 2

W zadaniu Nr 2 rozwiazano réwnanie Poissona przy podziale obszaru na 32 kwadratowe pola, jak pokazano na rysunku 8.18b. Jak wida¢ tylko 21 weztow
siatki o numerach: 1+21 maja nieznane przemieszczenia, pozostate wezly lezace na brzegu maja przemieszczenia rowne 0. Na rysunku wezty brzegowe oznaczone

sa numerem 0, co spowoduje, ze system KAM automatycznie wyzeruje w nich przemieszczenia.

0 0 0 0 0 0 0 0 0

e @ e e | oy | e
(V23 @5 (6 (7)](8
9) | o | 1) | a2 | 13 | 14) | 15) | (16
0 8 9 100 11 12 13 14 0
17) |8 | 19 |20 | 21 |22 | 23) | 24
0 15 16 17 18 19 20 21| — 0
25 | 26| 27 |28 |29 | 30| BD |32

0 0 0 0 0 0 0 0 0

Rys. 8.18b Podzial obszaru btony na 32 kwadratowe pola

Macierz geometryczna pola nr 1 jest identyczna jak w zadaniu poprzednim
-3 1 1 1

11 -3 1 1
411 1 -3 1
1 1 1 -3

G(l) —

Pozostate podobszary sa identyczne, wigc ich macierze geometryczne zostang przyjete analogicznie.

Powierzchnia obszaru kontrolnego zbudowanego wokot wezta siatki jest rowna 2 = 0.25 &%
Macierze globalne (w macierzy G pokazano tylko elementy niezerowe) zadania sa rowne:
G-u=p,
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8-20

0.45549 a’py

0. 45913 a’po

(1 - UJ_]_/Umax)lOO% = 0799%

Wartos¢ doktadna ugigcia maksymalnego wynosi Umax

Maksymalna warto$¢ obliczona Uig

Po  Blad obliczen: e

a2

LO O LWOLWLWLWLWLWLWLWLWLWwLWLWLWLWLWLWLWLWwLWw
[aNINaNENaN eV eV eN N iNaN oV eV iNe VNNV iNe N e VENoN o N aNENoN QN aN|
OO OO OO OO IO OO OO O ODODIDODODOO OO
i S S S G T
N
1
S Qo yworoo 9 d983INV 953832 dH
S5S55 5555555533555 33535555S5
LO
AN O LO
o O oD ™M
:
LO LO
AN O AN LO LO
o o o O MmO
h
LO LO
AN O AN LO LO
o o o O MmO
h
LO LO
[N ToRNaN) LO LO
o O O O MmO
|
LO LO
AN O AN LO LO
o o O O M O
h
LO LO
AN O AN LO LO
o o o O MO
|
LO
LO AN LO
o O o O
h
LO LO
AN O LO AN O
o O [enlNep) o O
|
LO LO LO LO
AN O AN LO LO AN O AN
OO O O MmO O O O
h
LO LO LO LO
[N ¥oRNaN) LO LO AN O AN
o O O O MmO O O O
|
LO LO LO LO
AN O AN LO LO AN O AN
o O O O M O OO O
h
LO LO LO LO
AN O AN LO LO [N ToRNaN)
O O O O M O o O O
h
LO LO LO LO
AN O AN LO LO [N Eo QN
O O O O MmO O O O
)
LO LO
LO AN LO LO AN
o O o O o O
h
LO
LO AN O
O ™M o O
|
LO LO
LO LO AN O AN
O MmO o o o
h
LO LO
LO LO AN O AN
O M O o o o
V
LO LO
LO LO [N ¥oRNaN)
O MO o O O
h
LO LO
LO LO AN O AN
O MmO o o O
\
LO LO
LO LO AN O AN
O MmO o o o
h
LO
LO LO AN
o o O

-3

0.21091
0.299%1
0.33618
0.34610
0.33618
0.299%1
0.21091
0.26914
0.39342
0.44510
0.45913
0.44510
0.39342
0.26914
0.21091
0.299%1
0.33618
0.34610
0.33618
0.299%1
0.21091

u

Po rozwiazaniu uktadu rownan otrzymujemy:




Komendy systemu KAM rozwigzujace zadanie

Obszar prostokgtny 2a x 4a podzielono na 32 kwadratowych p6l o wymiarach a/2 x a/2

Na brzegu ugiecie btony jest réwne zeru, ponumerowano tylko wezty siatki o nieznanych przemieszczeniach
Tworzenie macierzy geometrycznej kwadratowego obszaru kontrolnego

Wszystkie oczka siatki sg identyczne, wiec tworzymy tylko jedng macierz geometryczng

|
|
|
|

|

dm Gl 44 -0.75 0.25
I Wektory alokacji obszardw kontrolnych, wezty brzegowe numerowane sg jako 0

imi AL1 4
0100
imi AL2 4
1200
imi AL3 4
2300
imi AL4 4
3400
imi ALS 4
4500
imi AL6 4
5600
imi AL7 4
6700
imi AL8 4
7000
imi AL9 4
0810
imi AL10 4
8921
imi AL11 4
91032
imi AL12 4
10 11 4 3
imi AL13 4
111254
imi AL14 4
121365
imi AL15 4
131476
imi AL16 4
14007
imi AL17 4
01580
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imi AL18 4

1516 9 8

imi AL19 4

16 17 10 9

imi AL20 4

17 18 11 10

imi AL21 4

18 19 12 11

imi AL22 4

19 20 13 12

imi AL23 4

20 21 14 13

imi AL24 4

2100 14

imi AL25 4

00150

imi AL26 4

0016 15

imi AL27 4

0017 16

imi AL28 4

0018 17

imi AL29 4

0019 18

imi AL30 4

0020 19

imi AL31 4

0021 20

imi AL32 4

00021

'GTobalna macierz geometryczna
dm G 21 21

dal
dal
dal
dal
dal
dal
dal
dal
dal
dal

[pEPNPEPNPNPHPpEPIPI]
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I Tworzenie wektora prawej strony wartosSci -p0*a2/4

I Rozwigzanie uktadu réwnan

dal G GI AL11
dal G GI AL12
dal G Gl AL13
dal G GI AL14
dal G Gl AL15
dal G Gl ALl6
dal G GI AL17
dal G Gl AL18
dal G G1 AL19
dal G G1 AL20
dal G GI AL21
dal G GI AL22
dal G G1 AL23
dal G GI AL24
dal G Gl AL25
dal G Gl AL26
dal G GI AL27
dal G Gl ALZ28
dal G Gl AL29
dal G G1 AL30
dal G G1 AL31
dal G Gl AL32
imp 21 1
21*-0.25
roGp

WS p
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Zadanie Nr 3

W zadaniu Nr 3 rozwiazano rdwnanie Poissona przy podziale obszaru na 16 prostokatnych poél, jak pokazano na rysunku 8.18c. Jak wida¢ tylko 9 weztow
siatki 0 numerach: 1+9 ma nieznane przemieszczenia, pozostalte wezly lezace na brzegu maja przemieszczenia rowne 0. Na rysunku wezly brzegowe oznaczone sa

numerem 0, co spowoduje, ze system KAM automatycznie wyzeruje w nich przemieszczenia.

0 0 0 0 0
1 2 3 4
N 2 3 0
5) 6 7 8)
0 4 5 6 0
(9 [16; 11) (\/1:2:\}
0 B 7 - 8 - 9 - 0
13) 14) 15) 16
0 0 0 0 0

Rys. 8.18c Podziat obszaru btony na 16 prostokatnych pdl

Macierz geometrycznapolanr 1 jest wyznaczona z réwnania (8.21):

-3 1+2 1 1-2x
1+2« -3 1-2« 1
1-2¢ -3 1+2¢|
1-2x 1 1+2« -3

o —
GY=1(2+12)

Wymiary wszystkich pél sa identyczne: by= a, by=a/2, co dgje: 1 =2, k= -0.6.

Macierz geometryczna pola po wyliczeniu wartosci jest rowna:

-0.9375 -0.0625 0.3125 0.6875
-0.0625 -0.9375 0.6875 0.3125
0.3125 0.6875 -0.9375 -0.0625
0.6875 0.3125 -0.0625 -0.9375

G(l) —
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Wszystkie pola siatki sa identyczne, wigc ich macierze geometryczne zostana przyjete analogicznie.

Powierzchnia obszaru kontrolnego zbudowanego wokot wezta siatki jest rowna 2 = 0.5 a2

Macierze globalne (w macierzy G pokazano tylko elementy niezerowe) zadania s rowne:

G-u=p,
-3.75 1.375 -0.125 0.3125 U
1.375  -3.75 1.375 0.3125 -0.125 0.3125 Uz
1.375  -3.75 0.3125 -0.125 Us
-0.125 0.3125 -3.75 1.375 -0.125 0.3125 Ug
0.3125 -0.125 0.3125 1.375 -3.75 1.375 0.3125 -0.125 0.3125 Us
0.3125 -0.125 1.375  -3.75 0.3125 -0.125 Us
-0.125 0.3125 -3.75 1.375 Uz
0.3125 -0.125 0.3125 1.375 -3.75 1.375 Ug
0.3125 -0.125 1.375  -3.75 Ug
0.30794
0.40208
0.30794
0.35086
Po rozwiazaniu uktadu rownan otrzymujemy: u = | 0.46647 | a® Po  Maksymalna warto$¢ obliczona us=0. 46647 a’ Po
0.35086 Blad obliczen: € = (1 — Us/Umax)-100% =
0.30794
0.40208
0.30794

Komendy systemu KAM rozwigzujace zadanie

|
|
|
|
|
|
|
|
|
|

-3 1+2k 1 1-2K|

|1 1-2k -3 1+2K| 1+2k=-0.2  1-2
11-2k 1 1+ -3 | (t+1/t)/8=0.3125

nego

P GI=(t+1/t)/8*|1+2k -3 1-2k 1 | t=bx/by=2  k=(1-t*2)/(

Warto$¢ doktadna ugigcia maksymalnego Wynos1 Umax=0.45549 a’po

I Obszar prostokatny 2a x 4a podzielono na 16 prostokatnych p6l o wymiarach a x a/2
I Na brzegu ugiecie btony jest réwne zeru, ponumerowano tylko wezty siatki o nieznanych przemieszczeniach
I Tworzenie macierzy geometrycznej kwadratowego obszaru kontrol
I Wszystkie oczka siatki sg identyczne, wiec tworzymy tylko jedng macierz geometryczng

1
(@]
o1 01 O O O 01 O1 O O

2.41%
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ws Gl

I Wektory alokacji obszardw kontrolnych, wezty brzegowe numerowane sg jako 0
imi AL1 4
0100
imi AL2 4
1400
imi AL3 4
4700
imi AL4 4
7000
imi ALS 4
0210
imi AL6 4
2541
imi AL7 4
5874
imi AL8 4
8007
imi AL9 4
0320
imi AL10 4
3652
imi AL11 4
6985
imi AL12 4
9008
imi AL13 4
0030
imi AL14 4
0063
imi AL15 4
0096
imi AL16 4
0009
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'Globalna macierz geometryczna

I Tworzenie wektora prawe]j strony

I Rozwigzanie uktadu réwnan

dm G99

dal G GI ALl
dal G G1 AL2
dal G Gl AL3
dal G GI AL4
dal G Gl AL5
dal G Gl AL6
dal G GI AL7
dal G G1 AL8
dal G G1 AL9
dal G G1 ALIO
dal G GI AL11
dal G GI AL12
dal G Gl AL13
dal G GI AL14
dal G Gl AL15
dal G Gl ALl6
imp 91

9% -0.5
roGp

WS p
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Zadanie Nr 4

W zadaniu Nr 4 rozwiazano rownanie Poissona przy podziale obszaru na 16 prostokatnych pol, jak pokazano na rysunku 8.18d. Jak widaé tylko 7 weztow
siatki 0 numerach: 1+7 ma nieznane przemieszczenia, pozostate wezly lezace na brzegu maja przemieszczenia rowne 0. Na rysunku wezly brzegowe oznaczone sa
numerem 0, co spowoduje, ze system KAM automatycznie wyzeruje w nich przemieszczenia.

0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 12 3 4 5 6 7 0
e gt . P ﬁ‘\ P T \\ P T \\ / N\ . P ﬁ\ Ps ﬁ‘\ P ﬁ\
‘\\ /‘ ‘\]ig" ‘\]i ]:/ ‘\]igfj ‘\]33/‘ ‘\],"4'/ ‘\}5/‘ ‘\]i@/

0 0 0 0 0 0 0 0 0

Rys. 8.18d Podzial obszaru btony na 16 prostokatnych pol

Macierz geometryczna pola nr 1 jest wyznaczona z rownania (8.21):

-3 1+2 1 1-2x
1+2« -3 1-2« 1
1-2¢ -3 1+2¢|
1-2x 1 1+2« -3

D =
G =1(2+12)

Wymiary wszystkich pél sa identyczne: b= a/2, by= a, co daje: 1 = 0.5, k= 0.6.
Macierz geometryczna pola po wyliczeniu wartosci jest rOwna:

-0.9375 0.6875 0.3125 -0.0625
0.6875 -0.9375 -0.6250 0.3125
0.3125 -0.0625 -0.9375 0.6875

-0.0625 0.3125 0.6875 -0.9375

G(l) —
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Wszystkie pola siatki sa identyczne, wigc ich macierze geometryczne zostang przyjgte analogicznie.
Powierzchnia obszaru kontrolnego zbudowanego wokot wezta siatki jest réwna Q= 0.5 a°.
Macierze globalne (w macierzy G pokazano tylko elementy niezerowe) zadania s rowne:

G-u=p,
-3.75 1.375 Uy -0.5
1.375  -3.75 1.375 Uz -0.5
1.375  -3.75 1.375 Uz -0.5
1.375 -3.75 1.375 .| u | =a?py| -0.5
1.375  -3.75 1.375 Us -0.5
1.375  -3.75 1.375 Us -0.5
1.375  -3.75 Uz -0.5
0.28051
0.40139 Warto$é dokladna ugiccia maksymalnego wynosi Une=0.45549 a’py
0.45054 Maksymalna warto$¢ obliczona us=0. 46373 a’po
Po rozwiazaniu uktadu rownan otrzymujemy: u= | 0.46373 | a? Po  Blad obliczen: € = (1 — Us/Unmax)-100% = 1.809%
0.45054
0.40139
0.28051

Komendy systemu KAM rozwigzujace zadanie

I Na brzegu ugiecie btony jest rdwne zeru, ponumerowano tylko wezty siatki o nieznanych przemieszczeniach
I Tworzenie macierzy geometryczne]j kwadratowego obszaru kontrolnego

I Wszystkie oczka siatki sg identyczne, wiec tworzymy tylko jedng macierz geometryczng

|

! -3 1+2k 1 1-2k|

| Gl=(t+1/t)/8%|1+2k -3 1-2k 1 | t=bx/by=1/2 k=(1-t*2)/(1+t*2)=0.6
! | 1 1-2k -3 1+2k]| 1+2k=2.2  1-2k=-0.2
! 11-2k 1 1+2k -3

L s (t+1/t)/8=0.3125

|

in Gl 4 4

3.0 2.2 1.0 -0.2

2.2 -3.0 -0.2 1.0

1.0 -0.2 -3.0 2.2

0.2 1.0 2.2 -3.0
sk G1 0.3125



I Wektory alokacji obszardw kontrolnych, wezty brzegowe numerowane sg jako 0
imi AL1 4

0100

imi AL2 4

1200

imi AL3 4

2300

imi AL4 4

3400

imi ALS 4

4500

imi AL6 4

5600

imi AL7 4

6700

imi AL8 4

7000

imi AL9 4

0010

imi AL10 4

0021

imi AL11 4

0032

imi AL12 4

0043

imi AL13 4

0054

imi AL14 4

0065

imi AL15 4

0076

imi AL16 4

0007

'Globalna macierz geometryczna

dm G 7 7

dal G G
dal G G
dal G G
dal G Gl AL4
dal G G
dal G G
dal G G
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I Tworzenie wektora prawej strony

I Rozwigzanie uktadu réwnan

dal G Gl AL8
dal G G1 AL9
dal G G1 ALIO
dal G GI AL11
dal G GI AL12
dal G G1 AL13
dal G GI AL14
dal G Gl AL15
dal G Gl ALl6
imp 71

7* -0.5
roGp

WS p
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