Metoda réznic skonczonych

Metoda réznic skonczonych (MRS) jest jedna z najprostszych metod numerycznego
rozwigzywania zagadnien opisanych przez uklady rownan rézniczkowych. Idea tej metody
polega na zastapieniu pochodnych wystgpujacych w tych réwnaniach przez odpowiednie
ilorazy roznicowe. Pewne trudno$ci w zastosowaniu tej metody wiaza si¢ z warunkami
brzegowymi oraz z nieregularnym ksztaltem brzegu.

Rys. 1 Siatka punktow weztowych oraz warunki brzegowe

Na obszar, w ktorym spetnione ma by¢ rozwiazywane rownanie, naktadamy (najlepie;j
regularna) siatk¢ punktow wezlowych (rys. 1). Wartosci poszukiwanej funkcji w weztach
siatki bgda stanowily zbior niewiadomych. Nalezy teraz wyznaczy¢ odpowiednie do rzedu
réwnania ilorazy réznicowe, ktoére pozwola przeksztalci¢ réwnanie rézniczkowe na uktad
réwnan algebraicznych. Prostym sposobem na otrzymanie tych ilorazow jest zastosowanie
rozwinigcia poszukiwanej funkcji w szereg Taylora wokoét punktow weztowych.

1. Funkcjajednej zmiennej

Rozwinigcie w szereg Taylora poszukiwane] funkcji u(x) wokot punktu o wspotrzednej
X (rys. 2.), mozna zapisa¢ w postaci:
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Przeksztalcajac rownania (1) 1 (2) otrzymamy:



du U= +0(4,) - iloraz réznicowy ,,w prz6d” (3)
dx|; A,
dul _u—Uig +0(4,) - iloraz r6znicowy ,,wstecz” (4)
dx|; Ay

a obliczajac warto$¢ $rednia z (3) 1 (4) lub odejmujac (2) od (1):

= u'+12;u'_1 + O(AXZ) - centralny” iloraz roznicowy, (5)
X
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dx

ktéry charakteryzuje si¢ mniejszym bledem. W rownaniach tych Ay 0znacza odleglo$¢ migdzy
weztami siatki w kierunku X, a O(4Ax) oznacza reszte rzedu A, O(sz) oznacza reszt¢ rzedu
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g oznacza warto$¢ pochodnej obliczona w punkcie o wspotrz¢dnej X;
X
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Rys. 2 Aproksymacja funkcji u(x) wielomianem Il stopnia

Wynik ten mozna tez otrzyma¢ aproksymujac poszukiwana funkcje w przedziale 2Ayx
wielomianem 2-go stopnia: u(x) = a; X* + a1 X + @ (rys. 2). Stale a nalezy wyznaczy¢ z
warunkow: u(0) = ui, U(-Ax) = Uiz, U(Ax) = Ui+1, CO prowadzi do rownania:
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ktore po zrozniczkowaniu wzgledem X i obliczeniu pochodnej w punkcie ,,i”, (x=0) daje
,centralny” iloraz réznicowy (5).
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Rys. 3 Schematy réznicowe: du/dx (a) oraz du/dy (b)

Jak tatwo obliczy¢, biorac 5 poczatkowych wyrazow w szeregu Taylora (az do czionu
zawierajacego X*), druga pochodna moze by¢ wyrazona wzorem roznicowym:
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Biorac w rozwinigciu Taylora wyrazy az do rzedu x° wilacznie i wykonujac uérednienie,
podobnie jak to zrobiliSmy w rdwnaniu (6), otrzymujemy wyrazenia na roznice centralne:
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Rys. 4 Schematy réznicowe: dwdx® (@) i d?u/dy? (b)

2. Przypadek funkcji dwu zmiennych

Analogicznie do réznic w przypadku jednowymiarowym, oznaczajac symbolem i
kolejnos¢ przyrostow A, w Kierunku osi x, oraz j kolejnos¢ przyrostow Ay w kierunku osi y,
zapiszemy odpowiednie rdznice skonczone:
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Pochodne mieszane zastapi¢ mozna r6znicami obliczonymi przez zlozenie formut (11)
oraz (12) co daje:
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llorazy roznicowe wygodnie tez mozna przedstawi¢ przy pomocy schematow
graficznych. Schematy odpowiadajace rownaniom (11)...(15) przedstawione zostaly na
rysunkach: 3, 4, 5.
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Rys. 5 Schematy réznicowe O°Woxdy () oraz VU przy Ax=Ay=A (b)

Zastosowanie szeregdw Taylora do wyznaczania ilorazow roéznicowych wyzszych
rzedow omowione jest szczegblowo w obszernej monografii T. J. Chunga [2002].
Zastosowanie siatek nieregularnych omawia J. Orkisz w trzeciej czg$ci monografii (Kleiber i
in. [1995]). Operatory roznicowe wyzszych rzedow, stosowane przy rozwiazywaniu rownan
teorii plyt 1 metody uwzglednienia warunkéw brzegowych podane sa obszernie w monografii
Z. Kaczkowskiego [1980].

3. Uwzglednianie warunkéw brzegowych

Rownania rzgdu pierwszego, gdzie jedynymi warunkami brzegowymi sa warto$ci
poszukiwane] funkcji w brzegowych weztach siatki (warunki Dirichleta), nie nastrgczaja
zadnych klopotow przy zestawianiu ukfadu réwnan MRS. Jezeli ograniczy¢ rozwazania do
réwnan rozniczkowych rzgdu pierwszego i1 drugiego, to jak wida¢ na rysunkach: 3, 4, 5,
operatory réznicowe zawieraja tylko wartosci funkcji w wezlach bezposrednio sasiadujacych
z weztem, dla ktorego zapisujemy operator. Poniewaz wartosci funkcji w punktach
brzegowych sa w warunkach Dirichleta zadane, to nie musimy dla tych punktéw zapisywaé
réwnan rdéznicowych, pozostaja tylko punkty wewngtrzne obszaru (rys. 6). Zatem utworzony
uktad rownan nie bedzie zawieral zadnych wartos$ci funkcji w punktach lezacych poza
obszarem rozwiazania.
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Rys. 6 Obszar prostokatny 2ax4a oraz warunki brzegowe Dirichleta



Problemy powstaja w przypadku réwnan wyzszych rzedéw gdzie operatory réznicowe
zawieraja wartosci funkcji nie tylko w weztach sasiednich, ale tez odleglych o 24y i dalej od
wezta $srodkowego (por. Kaczkowski [1980]). Innej natury, lecz podobne w skutkach
problemy powstaja, gdy w weztach brzegowych okreslone sa pochodne funkcji (warunki
Neumanna). Iloraz rdéznicowy pierwszego rzedu (roOwnanie 5) zapisany dla punktu
brzegowego, wprowadzi do uktadu rownan warto$¢ funkcji w wezle lezacym poza obszarem
rozwiazania (rys. 7). Wartosci te nalezy wyliczy¢ na podstawie pochodnej zadanej w punkcie
brzegowym.
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Rys. 7 Warunki brzegowe Neumanna
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W celu ilustracji tego przypadku postuzymy si¢ przykladem réwnania: 212_ =0, ktore

X
opisuje jednowymiarowy, ustalony przeplyw ciepla. Jest zatem szczegdlnym przypadkiem
rownania Fouriera (26), opisanego w nastgpnym punkcie. ROwnanie to moze mie¢ warunki
brzegowe Neumanna, gdy na brzegu zadany jest gradient temperatury rysunek 7 pokazuje
brzeg obszaru wraz z weztami siatki, gdzie w punkcie ,,1” powinien by¢ spelniony warunek:

aaT = ¢, ktory po uwzglednieniu (5), prowadzi do rownania:
X

T2 —To=2agp, (16)

gdzie a oznacza odleglo$¢ miedzy weztami siatki MRS, A=a.
Po zapisaniu operatora roznicowego (7) rownania Fouriera:

To-2T1+T>,=0 (17)



mozemy dzigki (16) wyeliminowa¢ niewiadoma us z rOwnania (17), ktore przybiera teraz
postac:

(I-a@) T2~ T1=0, (18)

zawierajaca tylko niewiadome warto$ci funkcji w punktach nalezacych do obszaru
rozwiazania.

W réwnaniach rézniczkowych wyzszych rzgdow, warunki brzegowe moga zawierad
takze zadane wartosci pochodnych wyzszego rzedu, co prowadzi do bardziej zlozonych
zwiazkéw umozliwiajacych redukcje niewiadomych w punktach nie nalezacych do
interesujacego nas obszaru, np. w rOwnaniach statyki ptyt, gdzie wystgpuja rownania rzgdu 4,
warunek na brzegu swobodnym zawiera pochodne rzgdu 2 oraz 3.

4. Przyklad zastosowania do rozwigzywania rownan eliptycznych

Przykladem zastosowania metody rdéznic skonczonych do rozwiazania problemow
opisanych eliptycznymi rownaniami rdzniczkowymi moze by¢ rownanie Poissona. ROwnanie
to opisuje wiele waznych problemow fizyki, z ktorych najprostszymi sa (por. Babicz i in.
[1970]):

= problem stacjonarnego rozkfadu temperatury w ciele izotropowym (por. Wisniewski
[1979],

= ustalony przeplyw cieczy nie$cisliwej w obszarze zawierajacym zrddta i upusty,

= potencjal pola elektrostatycznego w obszarze zawierajacym tadunki (por. Landau,

Lifszyc [1979)]),

= newtonowski potencjal pola grawitacyjnego w obszarze zawierajacym masy,

= zagadnienie skrecania pryzmatycznego preta (por. Timoshenko, Goodier [1962]),

= zagadnienie statycznej deformacji membrany poddanej dzialaniu ci$nienia i

rozciagania.
Rozwiazanie tego waznego rownania kilkoma metodami numerycznymi bgdzie opisane takze
W nastgpnych punktach tego rozdziatu.

e Ro6wnanie Poissona
Rozwiazemy rownanie Poissona:

o%u o4
ijaiyz:_p(X’ ), (19)

z warunkami u(x,y)=0 na brzegu obszaru pokazanego na rys. 6. Réwnanie to, opisuje np.
odksztalcona, w wyniku dziatania ci$nienia, powierzchni¢ cienkiej blony napigtej sitami
lezacymi w plaszczyznie membrany. Funkcja p(X,y) wyraza stosunek ci$nienia do napigcia.

2 2
Wystepujacy w rownaniu (19) operator Laplace’a: V= (22 + (2;2] , PO zastosowaniu
X
réwnan (13) 1 (14) mozna wyrazi¢ za pomoca formuty:
o Ui =20 ULy U205 Uy 2 2
Veu= ’ + : SE+0(45,4)%),  (20)
A2 A2 X 2y
X y



lub przy zatozeniu siatki kwadratowej (Ax = 4y):

_ ui—l,j +ui+l,j +Ui,j_1+ui’j+l—4ui

vau
AP

L 10(42,4/%) . 1)

Schemat graficzny tego réwnania przedstawiony jest narys. 5.
Przyjmujac siatk¢ kwadratowa o boku a, nalozona na obszar pokazany na rys. 6,

rozwiazemy rownania Poissona Vzu:—po, gdzie po=const., z warunkami u(x,y) = 0 na
brzegu. Po zastosowaniu operatora (21) otrzymamy uktad réwnan:

wezel Nr5: Uy +Uus+Us+ Ug—4Us = —a’ Po, (22)
WQZCiNI‘ 8: Us + U7 + Ug + U11—4U8:—3-2p0, (23)
WQZ61 Nrl1l: ug+Up+Up+up—4u;=—a 2 Po. (24)

Po uwzglednieniu warunkéw brzegowych : up =0, Us =0, Us = 0, Uz = 0, Ug = 0, Uyo= 0, U12= 0,
U14= 0, ukfad redukuje si¢ do trzech rdwnan liniowych:

4 -1 07 [us 1
-1 4 -1|-|ug|=a’po|1], (25)
0 -1 4| |uy 1

ktérych rozwiazaniem jest : Us = Uy; = 0,35714 @ po, Ug = 0,42857 a” po. Dokladnym
rozwiazaniem tego zadania jest funkcja (por. Timoshenko, Goodier [1962]):

kel
2

42%p, < (-1
u(x,y) = x3p0 Z ( )3
T k=135 K

{1_ ch(kz¢)

Ly X Yy
Ch(kml)}cos(kﬂf), gdzie A = , E=—, {=—",

2L, L,

Lx jest dlugoscia a Ly szerokoscia obszaru (rys. 6).
Przyjmujac L,=4a, Ly=2a, x=0, y=0 otrzymamy A=0,25 oraz formul¢ umozliwiajaca
obliczenie wartos$ci funkcji w punkcie srodkowym:

k-1

0

32 -) 2
ug =u(0,0) =2a2p0 1-— Z T
a5k ch(kna)
ktéra po zsumowaniu dwudziestu pierwszych wyrazéw szeregu daje ug = 0,45549 a* po. Blad
sumy dwudziestu wyrazow jest mniejszy niz 1,73327-10™%, wynik ten mozna wigc uznaé za
dokladny. Btad rozwiazania (25) jest wigc rowny -5,91%, co przy tak rzadkie siatce
dyskretyzacyjnej jest wielkoscia bardzo mala.



5. Przykiad zastosowania do rozwigzywania réwnan
parabolicznych

Przyktadem rozniczkowego roéwnania parabolicznego jest réwnanie Fouriera lub
réwnanie dyfuzji. Na przykladzie tych rownan pokazemy najczgéciej stosowane metody ich
rozwigzywania za pomoca MRS.

e Roéwnanie Fouriera - nieustalony przeplyw ciepta

Rozpatrzymy teraz rézne metody rozwigzywania zagadnien nieustalonych na prostym
przyktadzie jednowymiarowego ciala o statym wspotczynniku przewodnictwa cieplnego, bez
wewngtrznych zrodet (por. Wisniewski [1979]).

2
T _o 0T (26)
ot OX
gdzie T(xt) jest temperatura ciata, t — Oznacza czas, X — wspohzedna przestrzenna a

wspotczynnik o zalezy od stalych materialowych.
Analogiczne rOwnanie rézniczkowe opisuje jednowymiarowy problem dyfuzji.

Metody FTCS i Bindera-Schmidta

Zamieniajac pochodna wzgledem czasu na iloraz réznicowy obliczony zgodnie z
rownaniem (3) a pochodna przestrzenna zastgpujac ,.centralnym” ilorazem obliczonym
zgodnie z (13) otrzymamy w ,,i-tym” wezle siatki :

1
T -T" =aTi21_2Tin +T0 ,

27
4 o (27)

a po przeksztalceniu:
T =T+ 6(Mh -2+ T, (28)

gdzie A, oznacza przyrost czasu, Ay przyrost wspohzednej X, wspotczynnik &= a AdAC
nazywany jest liczba Fouriera (Fo) - w rdwnaniach opisujacych przeplyw ciepta, lub liczba
dyfuzji - w rownaniach opisujacych problem dyfuzji. Indeksy gorne oznaczaja numer kroku
czasowego a indeksy dolne numer wezta siatki przestrzennej.

Otrzymany sposob catkowania rownania przewodnictwa cieplnego (lub dyfuzji)
nazywany jest metoda jawna (w literaturze angielskoj¢zycznej - explicit scheme), gdyz
pozwala wyznaczy¢ warto$¢ weztowa poszukiwanej funkcji w nastgpnej chwili na podstawie
wartosci aktualnych.

Metoda ta jest numerycznie stabilnadla 0 < 6 < 0,5 (por. Chung [2002]). Nazywana
jest metoda FTCS (Forward-Time, Central-Space) ze wzgledu na rodzaj ilorazow
réznicowych uzytych do dyskretyzacji czasowej i przestrzennej.

Stabilno$¢ numeryczna oznacza, ze blad generowany w kolejnych iteracjach nie roénie,
tzn. ¢™Ye" < 1, gdzie &" jest miara bledu n-tej iteracji. Blad iteracji jest funkcja kroku
Czasowego A; i rozmiaru siatki dyskretyzacyjne Ay .



Dla szczegllnej wartosci liczby Fouriera 6 = Fo = 0,5 otrzymujemy rownania metody
Bindera-Schmidta:

T =1(Th+T), (29)

ktora ze wzgledu na swoja prostote czgsto wykorzystywana jest jako podstawa graficznej
metody rozwiazania rownania Fouriera, gdyz wartos¢ T; w chwili n+1 uzyskuje si¢ w niej
jako $rednia arytmetyczna warto$ci sasiednich (Ti.1 oraz Ti.1) w chwili poprzednigj.

Jako przyklad zastosowania tej metody rozwiazane zostanie zadanie wyznaczenia
temperatury T(xt) w izolowanym precie miedzianym o dhugosci L, ktéry w chwili
poczatkowej (t = 0) miatl temperatur¢ roOwna zero na calej dlugosci poza punktem
poczatkowym gdzie w czasie catego procesu utrzymywana jest temperatura 10 K. Sprowadza
si¢ to do nastgpujacych warunkow poczatkowych: T(x,t) =0, xe(0,L) oraz warunkéw
brzegowych: T(O,t) = 10, oT/ox(L,t) = 0.

Przyjmujemy L=0.1m, & =1.07-10"*m?/s. Dzielimy pret na 10 czesci co daje 4,=0.01m, a po
przyjeciu 6 = 0.5 mamy A;=0.467s, tzn. temperatura preta bedzie okreslana co 0.467s.

Rys. 8 pokazuje wykreslnie sporzadzone rozklady temperatur w precie w kolejnych krokach
czasowych.
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Rys. 8 Metoda Bindera-Schmidta w wersji wykresSlnej

Metoda Richardsona
Biorac ,centralny” iloraz réznicowy zamiast pochodnej czasowej otrzymujemy inna
jawna metodg rozwiazania rbwnania przewodnictwa cieplnego:
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Tin+1=Tin_1+26(Ti21_2Tin+Tigl)’ (30)

znang jako metoda Richardsona. Metoda ta jest bezwarunkowo niestabilna (por. Chung
[2002]), a wigc zawsze prowadzi do rozbieznych iteracji, nie mozna jej wigc zastosowaé w
analizach numerycznych.

Metoda Duforda-Frankela
Po podstawieniu w réwnaniu (30) zamiast T;", usrednionej wartodci: % T,

uzyskujemy stabilny algorytm catkowania roéwnania (26) znany pod nazwa metody Duforda-
Frankela:

A+ 25T = @-28)T"t+ 25T, +T")) (31)

ktora jest bezwarunkowo stabilna numerycznie, tzn. zawsze prowadzi do zbieznych iteracji.

Metoda Laasonena
Biorac w rownaniu (28) prawa strong w chwili ,,n+1” otrzymamy schemat catkowania
réwnania Fouriera znany pod nazwa metody Laasonena:

-I-n+1 + 5(1-'21-1_ 2-|-n+1 +Tn+1) (32)

Metoda ta jest bezwarunkowo stabilna, nalezy ona do tzw. schematéw uwiktanych (implicit),
ktére wymagaja wigkszego naktadu czasu obliczen gdyz macierz uktadu réwnan przestaje by¢
macierza diagonalna, jak to ma miejsce w metodach jawnych (explicit), a staje si¢ macierza
troéjdiagonalna.

Metoda Cranka-Nicolsona
Usredniajac prawe strony rownan (28) i (32) otrzymamy metodg Cranka-Nicolsona:

T =T Lot - 2 T T 2T T, (33)

bezwarunkowo stabilnag numerycznie. Poniewaz rdéwnanie (33) zawiera czg$¢ jawna,
ulatwiajaca iteracyjne rozwiazanie ukladu réwnan, metoda Cranka-Nicolsona jest bardzo
czesto stosowana.

Uogolniajac ta metode biorac liniowa kombinacj¢ prawych stron (28) 1 (32)
otrzymujemy tzw. metode B, ktéra zawiera metody FTCS, Laasonena i Cranka-Nicolsona
jako szczegolne przypadki:

T ST S[pI - T A T -2 T (3)
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Wartosci wspolfczynnika B z przedziatu (0,5 < B < 1) daja bezwarunkowa stabilno$¢
numeryczng metody.

6. Przykiad zastosowania do rozwigzywania réwnan
hiperbolicznych

Sposoby rozwigzywania rownan rozniczkowych typu hiperbolicznego oméwimy na
prostym przykfadzie rownania Eulera, ktore nazywane jest tez rOwnaniem transportu lub
naptywu (adwekcji) :

u +o u_ 0, (35
ot OX
gdzie a > 0, jest stala o wymiarze predkosci.

Metody rozwiazania tego rdwnania (analogicznie jak to mialo miejsce w przypadku
roOwnania parabolicznego) ro6zni¢ si¢ beda rodzajami ilorazéw réznicowych, ktorymi
zastgpowane beda pochodne czastkowe wystepujace w (35). Zastosowanie réznic ,,w przod”,
ktére sa opisane rownaniem (3) do obu pochodnych daje schemat calkowania nazywany
FTES (Forward Time, Forward Space). Ten schemat calkowania rownania Eulera prowadzi
do nastepujacych zaleznosci:

n+1

w =0 -y (Ul -ul), (36)

gdzie y =a A A, jest liczba Couranta, oznaczang tez symbolem Co lub CFL (Courant,
Friedrichs, Lewy). Schemat ten jest schematem jawnym (explicit), gdyz poza poszukiwang
wartoscia U™ w rownaniu wystepuja tylko wartosci weztowe obliczone w aktualnym kroku
czasowym (n), macierz ukladu rownan jest wigc macierza diagonalna. Metoda jest
bezwarunkowo niestabilna numerycznie.

Zastosowanie ,.centralnej” roznicy do aproksymacji pochodnej przestrzennej daje
schemat FTCS (Forward Time, Central Space):

U =0 -2y (Ul —uly), (37)

ktory jest rowniez bezwarunkowo niestabilny numerycznie.
Réznica ,,wstecz” aproksymujaca pochodna przestrzenna w potaczeniu z roznica ,,w
przod” daje schemat FTBS (Forward Time, Backward Space):

u"t=u -y -uly), (38)

stabilny warunkowo.
Jezeli w schemacie FTCS (37) uzyjemy u$rednionej przestrzennie wartosci U, to
otrzymamy schemat Laxa
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uin+1 _ % (Uirlrl + Uin—l) — % V(Uirll - Uin_l) , (39)

ktory jest stabilny numeryczniedla y< 1.

Centralne roznice aproksymujace obie pochodne daja schemat CTCS, znany jako
metoda ,zabiego skoku” (leapfrog). Zrodlem tej nazwy jest zapewne fakt pominigcia
(przeskoczenia) wezta ,,i 7 przestrzenngj siatki MRS:

ut=uM oyl ). (40)

Schemat leapfrog jest stabilny numeryczniedla y< 1, oraz ma wicksza dokladnosé O(AZ,AY)
niz poprzednio opisywane schematy, ktore charakteryzowaly si¢ reszta rzgdu pierwszego:
O(4,4x). Wada metody leapfrog, jest dodatkowy warunek poczatkowy dla chwili -At, ktory
moze spowodowac bledy lub niejednoznacznos$¢ rozwiazania.

Opisane powyzej metody naleza do grupy schematéw jawnych (explicit), mozna tu
takze podobnie jak w schematach rozwiazywania rdéwnan parabolicznych zastosowaé
schematy uwiklane (implicit), ktore daja reszty wyzszych rzedow niz schematy jawne.

Jezeli prawa strong rownania (37) przedstawimy w kroku czasowym n+1 , otrzymujemy
uwiklana metode FTCS, o reszcie rzedu O(A,Ad). Zapisujac nieznane wartosci weztowe
funkcji u w kroku czasowym n+1 po lewej stronie réwnania otrzymamy:

yult—2uMt —yultt = —2u” (41)

Podstawiajac zamiast prawej strony rownania (37) jej usrednienie czasowe:

1
n+5

u = % (u g u"), otrzymujemy metode Cranka-Nicolsona:

yum - A -y ul = —yuly - au ol (42

Porownanie wynikéw otrzymywanych za pomoca tych schematéw calkowania oraz
informacje o innych metodach (metody typu predictor-corrector lub wielopunktowe) znalez¢
mozna w obszernej monografii ,,Computer Fluid Dynamics”, T. J. Chunga oraz
,,Computational Methods for Fluid Dynamics’, Ferzigerai Perica.

7. Przykitad zastosowania metod wielopunktowych

Metody wielopunktowe polegaja na aproksymacji poszukiwanej funkcji wielomianem
Zawierajacym przyrosty At wyzszego stopnia. Z tych metod omdéwimy dwie czgsto
stosowane: metody Adamsa-Bashforha i metody Rungego-Kutty.

Zapiszemy dowolne réwnanie rozniczkowe zawierajace pochodne pierwszego rzedu
wzgledem czasu w nastgpujacy sposob:
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ou
- T (43)

Aproksymujac funkcj¢ U wielomianem drugiego stopnia wzgledem t i1 dobierajac tak
wspotczynniki wielomianu aby uzyskaé¢ zgodnos¢ pochodnych w punktach czasowych t oraz
t-A¢ (rys. 9) otrzymamy metode Adamsa-Bashfortha drugiego rzedu:

u””:u”+A2‘[3f(t”,u”)— f(t”‘l,u”‘l)]. (44)

u(t)

Rozwigzanie doktadne
Metoda Adamsa-Bashfortha

= (wielomian 2-go stopnia)
tnl tn tn+l
. .
At At

Rys. 9 Metoda Adamsa-Bashfortha 2-go rzgdu

Metoda Rungego-Kutty drugiego rz¢du postuguje si¢ przewidywana wartoscia funkcji u

w potowie kroku czasowego u"te (rys. 10) a nastgpnie na jej podstawie wyznacza wartos$¢
funkcji w kolejnym kroku czasowym:

ut oyt A f(t”,u”),
2 (45)
un+1=un+4f(tn+%’un+%).
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n+1/2

dU/dtl u n+l

Uy
Rozwigzanie doktadne
_____ Metoda Rungego-Kutty 2-go rzedu
(wielomian 2-go stopnia)
tn t+ 12 n+l
t

1/ 1At 1/ 2 At
Rys. 10 Metoda Rungego-Kutty 2-go rzedu

Metoda drugiego rzedu jest metoda samostartujaca tzn. nie wymaga zadnych dodatkowych
warunkéw poczatkowych. Najczgsciej stosowana jest metoda czwartego rzedu, ktdra zapisaé

mozna nastgpujaco:
7= f (),
u®=u”+§f”, O = ),
lﬁ2>=tft+i§f(3, £ = £ @), (46)

u® =u"+ 4@ £O =" ud),
u”+1=u”+é[f”+2f(1) +2f@ 4 1O
6
Metody Rungego-Kutty daja doktadno$¢ wigksza niz metody Adamsa-Bashfortha i inne
wielopunktowe metody tego samego rzedu, sa jednak bardziej czasochlonne gdyz wymagaja

m-krotnego (przy m-tym rzgdzie metody), wyliczania wartosci pochodnych na kazdym kroku
CZasowym.
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