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12. Zastosowania réwnan
réznicowych w teorii piyt

12.1. Zwiazki miedzy pochodnymi a ilorazami réznicowymi

Najbardziej uniwersalnym, aczkolwiek i jednym z najprymitywniejszych sposob6éw roz-
wigzywania réwnan rézniczkowych przy okreslonych warunkach brzegowych jest sposob
polegajacy na zastgpowaniu pochodnych wystgpujacych zaréwno w réwnaniu roznicz-
kowym, jak i w warunkach brzegowych przez odpowiednie ilorazy réznicowe. Dochodzi

: - si¢ W ten sposob do skoriczonego ukladu a%gebralcznych
réwnan liniowych o do$¢ prostej budowie.

Zanim przejdziemy do odpowiednich réwnan roz-

e nicowych, w rozdziale niniejszym podamy podstawowe
crkl i . zwigzki miedzy pochodnymi a ilorazami réznicowymi.
1 i Sprawie tej pos$wiecimy szczegdlnie duzo uwagi, ponie-
3T waz pokutuja w tej dziedzinie rozmaite poglady, ktore
| i - = naszym zdaniem wymagajq sprostowania

- ":ﬂ’f"J_;{ e ___[‘ oy Podzielmy ‘obszar rozpatrywanej p}yty liniami row-

noleglymi do przythego uktadu wspolrzednych prosto-
katnych x, y na jednakowe prostokaty o wymiarach
Ax-A y (rys. 12-1). Rzgdne pow1erzchn1 ugiecia plyty w punktach lezacych na przecigciu
su; dwoch 11n11 podnalu oznaczymy symbolem -

e S ok g, kAy) 4 ﬂ (12-1)

Wprowad21my ponadto nastqpujqce oznaczema

e w(glilﬂd kAy) Wi = w(zAx,gIE;IAy),

Rys. 12-1

(12-2)

Wir g = w(——-—_Ax

21;1 2k+1Ay)

Pierwsze pochodne powierzchni ugiecia w poszczegdlnych punktach plyty okreslimy
nastgpujacymi wzorami:

ow Aw > Wik Wiak [AW _ Wiks1— Wik .
(le kAy) [ij :L’k = % » z'? - = sz » (12 3)




Zwiazki miedzy pochodnymi a ilorazami réznicowymi 379

Aw Wit k= Wi Aw Wiksr— W,

R T [ ] = (12-4)

Ax i’k Ax Ay ik Ay

~Al = wi+1’k_wi'k+wi+1,k+1_wlﬁli

Ax L ws 24x :
(12-5)

_ﬂ]_ . ,Wi’k-{_l—wi:k_l—wi'f'l.k“}-l—“Wi-[«}:ki

Ay Lo 24y :

W tym miejscu wypada zwréci¢ uwage na to, ze wyraZenie pierwszych pochodnych
funkcji w w punkcie i, £ wzorami (12-4) spotykane w niektérych pracach?) jest niestuszne.
Rozumowanie autoréw tych prac opiera si¢ na analogii

zachodzacej migdzy pierwszym ilorazem réznicowym 5

a definicja pierwszej pochodnej ‘ﬂj} “f*"‘-( ~20x /2
df fx+Ax) f(x) A
ax = }M A s

s J\ A
- 14 77: w
K —~EDo AX/A—X

ﬂ 5 afa]

Jak wiadomo jednak, jezeli funkcja f(x) ma w rozpa-
trywanym punkcie pochodna, to iloraz réznicowy (12-6)
powinien mie¢ t¢ samag granice zaréwno wtedy, gdy
przyrost Ax zmierza do zera od strony wartosci doda-

tnich, jak i woéwczas, gdy zmierza do zera od strony (-1
przeciwnej ke — D1
df ) —flxr—Ax) 1o T =2ux M
lim A\ ST 24 12- K X
dx "o Ax (1D P
. L. +1
A zatem przechodzac z wielkoscia przyrostu Ax do gra- [Rysh;Z-Z
nicy, mozemy napisac, ze jest
aw w; Wi, Wik Witk _ o Wigix— Wioik
R = i Vit kT - = lim Lk Witk = lim, 2 =0 12-8
[ dx ] 411-1}0 Ax Ax—0 Ax Ax—0 24x ( )

Z réownosci (12-8) nie wynika jednak wcale, ze poszczegolne ilorazy réznicowe wystepu-
Jace pod znakiem lim, dla skonczonych warto$ci Ax sg sobie réwne. Przeciwnie, r6Znia
si¢ one miedzy soba o wielko$ci skonczone, ktérych zaniedbywanie jest nieuzasadnione.

Dalsze pochodne powierzchni ugigcia zastapimy ilorazami réznicowymi w nastepu-
jacy sposob:

. | Aw | Aw
A?w B W b P Ax -1k _ Witk 2Wi i+ Wik
A . Ax Ax? ’
Aw [Aw]

f'_z_’}’_ BT _A{4L+Lk Ax ko Wit k™ Wi s k™ Wi,k'[‘Wim;,k (12-9)

Ax2 |k Ax 24x?
‘.AZW‘ Wik 1 Witk Wiks 1t FWis ke H Wik 2 g~ Wik kT WigtWi-ae
Ax? 44x2

1) Np. w [18] na str. 323 wyrazono blednie pierwsza roznice, ale juz na str. 328 te same wielkosci zostaly
zdefiniowane w sposob prawidlowy.
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W uj
e+t
k e 2
@—@'@ a /Axhk % =4AxAy Afﬁﬁ%k
-1 { {+1 !
k-1

k (DD f:Zsz_zlli—f[.',k -1 0 i

Y A - A & k! w
, E ] AZ
k1 D) :sz iy | k ' 2058y fizaefine
P 9 o aAx4i k' ‘ ‘ P 0 Q
=1 ;

{ (+! (+1
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et (D—CO—C0—0- ey o — Axay [
DOy, DD s
e e, ’ AN
{ {+
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Rys. 12-3

Cl} b) k+/4<?__?_<:’;>,
3 & oAy 2w
‘ _@_@—‘%«@——@amﬁ Z‘&—?j.’k XY ppyf i
BT e [+1 - (+2 b1 =1

=1 { i+

AJ
k DD 53
Ebieel o it T2 e A (e

k | 2, 2 4_3““/ ;
T 44X Ayé;zﬁg‘ ik
k—/@— 1 3
(=1

[ [+1 (+2

K+ 0 e A3W

3 A2
X o Q dx 4y a3y [, k!

4w
Ay [ik’

Rys. 12-4

Gwoli zwiekszenia przejrzystosci pochodne pierwszego rzedu zapisano schematycznie na

rys. 12-2, pochodne drugiego rzedu —na rys. 12-3, a trzeciego rzedu — na rys. 12-4.
Co sie tyczy samych ugig¢ punktow posrednich i',k i i, k', to stosujac interpolacje

liniowa mozna je wyrazi¢ nastgpujaco: ‘

Wikt Wistk ; Wikt Wik+1
wop = DMk oy, o DT (12-10)

' 2
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Roéwnania réznicowe powierzchni ugiecia

Podobnie, ugigcie punktu i’, k” wyrazimy wzorem

Wir o = Wi.k+wi+.|,,kf‘V1:,k+1+Wi+1,k+1 o (12-11)

12.2. Réwnania réznicowe powierzchni ugiecia
Podstawiajac do roéwnania rézniczkowego (2-130) odpowiednie ilorazy réznicowe,
otrzymujemy nastgpujace réwnanie réznicowe : '

W;_ "-4Wi_ +6W, -4Wi +Wi
D{ i-2.k 1,k Ax,ic +1,k +2,k+

2
-+ Txﬁyi [Awi = 2(Wis et Wik i F Wip Lk F Wiks DFWim s h 1 FWis g a1+ Wis o1+

Wike2— Wi g1 +6W, o — 4w, o1+ w;
+ Wips s i)+ — ek Aw‘*k K41 kt:i} _
y
—_ : Dat‘ ATi--l,k'—ZATi,k'I"ATi_l_l’k ATi:k—l_ZATi,k‘*“ATi’k_’_l
= gix— (1—7) A ( Ax2? '*'j‘* oAt Ay? . (12-12)

Réwnanie to znacznie si¢ upraszcza, gdy odleglosci migdzy liniami tworzacymi siatke
sa jednakowe w obu kierunkach:

Ax = Ay = A. (12-13)

4
Roéwnanie (12-12) po pomnozeniu przez % przyjmuje postac:

20w; 5 — 8(Wimy kF Wik 1 FWip 1 atWins )+
+2(wi—1,k—1+wi—-1,k+1"+wi+1,k—1+w£+1,k+1)'_(wi~2,k+wi,k—2+wi,k+2 +Wi+2,k) =

At oy A2

= f%,k_(l‘“”)‘ 7 [—4AT;  + AT+ AT 1+ ATy + AT )] (12-14)
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Rysunek 12-5 w schematyczny sposéb pokazuje budowe operatoréw Laplace’a w przy-
padku podzialu plyty na elementy kwadratowe o wymiarach danych wzorem (12-13).
W dalszym ciagu, aby nie komplikowa¢ zapisu, wszystkie zaleznosci wyprowadzimy opie-
rajgc si¢ na zatozeniu (12-13).

Gdy plyta spoczywa na dwuparametrowym podlozu sprezystym, woéwczas, zgodnie z
réwnaniem rézniczkowym (3-8), po lewej stronie rownania rdéznicowego dochodza
nast¢pujace wyrazenia

K. h2)? K, 2*
- t4D (4w x+Wii g ot Wik 1+ Wikge 1t Wi D

(12-15)

Jezeli wspétczynniki podloza K i K; sa funkc_]aml mlC_]SC&, czyli w przypadku podtoza
niejednorodnego zamiast (12-15) piszemy

hZAZ i
B N lKit,k(_ Aw; k+Wisg kF Wik F Wik Wig1 0+

1 1 _
* Z(Kit+1.k—— K;‘f—l,k)(w.i+1,k": Wi 1,0)F Z(Kg.k+1 — Ko ) Wiksr — Wi,k—l)] +
24
= —B—Kf_k wir, (12-16)
gdzie
K, = K(il, k1), Ki,= K(ii, k7). ‘ (12-17)

Uwzglednienie duzych sit N,, N, i N,, wymaga uzupelnienia lewe_] strony rownania
réznicowego (12-14), zgodnie z (3-15), nastepujacymi czlonaml

NF A2
- t’; Wi, e=2Wi e+ Wiy p) —

le}z
~ 7D (w;_ Lhk=1F Wit k1= Wimp kb1 — Wit 1,5—1)—
N” A? W
Dk - (Wi k-1 2Wi,k+Wi,k+1_)+~p—2'kD—(Wi+1,k"’Wi—1.,k)+
y 23
+ P Wi =i (12:18)

Roéwnanie rézniczkowe plyty anizotropowej (4-14) przyjmuje postaé nastgpujacego
réwnania réznicowego :

D
11 — (Wi —4Wi_ Lk F Wi 1 ) T Wiz it Wigz ]+

D¢
+ 7 [Z(Wz 1 ki1 Wist k-1 Wi—1,k—1_wi+1.,k+1)+Wi—z,k—1+

D, ,+2D
‘I'Wi+2,k+1_Wi—z,k+.1_Wi+2,k—1]'|"2'L2j‘—*m5 [4 Wik—

—2(Wi_ xF Wik 1+ Wi Wi ) FWic k-1 Wim k1 T Wi k-1t
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. y D26 .
+ Wiy k1]t T [2Wi_g ka1 FWitt k1= Wimt k11— Wisg e )+

Wi k2t Wisigt2—Wisi k+2= Wiz k—2]+

1 .
= @i y— (D110 +Dy>00,+ Dy axy)ﬁ{ Al 247 AT )

1
— (Ds1 ax+D62ay+D66‘xxy)"Eﬁ— AT 5 HAT 01— AT 4 gg1—

—ATi 41 5-1)— (D310x+ D5, “y"‘DzﬁO‘xy)"hi}'z"
Wreszcie w przypadku plyty izotropowej o zmiennej sztywnosci D(x, y) i stalej wartosci»
réwnanie rézniczkowe (5-85) zastgpujemy rownaniem réznicowym, ktére, przy pominigeiu
wplywu temperatury, ma nastepujaca budowe:
[B(1+2)D; .+ B—20) (Di_1 x+ D1+ Diger+ Digy lWia—
=aD B0 D B e (D R Dl | e
—[4D;;  £:2(1 =)Dy b (1= V) (Di— 1 x+Dis 1 DIWik_1—
—[4D; 11 +2(1+9) Dy i+ (1 =) (Di 14+ Dige 1) Wik 1 —
—[4D;y 1 x+2(14+9) D i+ (1 —9) (Dy o1+ Dy D] Wis 16+
+(DicawtDip )Wy i k1t D1 it Diki IWiog k41 T Dis 1 it
D IWiia k1 (D b Dy IWit g B D p Wi o E
+Dip_ 1 Wik—2t Digy Wiks2tDigg gWigoxt

(ATi,k_L—ZATi,k—}—AT,-,kH). (12-19)

1—9
3 (@ it Dl D gpig Piove ) OV i Wi eii

~Wi_1k+1— Wigr1.k-1) = it (12-20)

Latwo sprawdzié, ze w przypadku szczegélnym, gdy jest D;; = D, réwnanie (12-20)
przyjmuje postaé (12-14).

12.3. Warunki brzegowe

Bardzo istotna sprawg w przypadku stosowania metody réznic skoriczonych jest pra-
widtowe sformulowanie warunkéw brzegowych. Dokladnos$é wynikéw w duzej mierze
zalezy bowiem od warunkéw brzegowych. Tymczasem okazuje si¢, Ze problem odpo-
wiedniego sformulowania tych warunkdéw nastrecza czasem sporo trudnosci, z ktdrymi
niejednokrotnie autorzy nie potrafig si¢ uporac¢ ([171, 172]).

Rozrézniaé bedziemy dwojako sformulowane warunki brzegowe. Postaé rownan wyra-
zajacych te warunki zaleze¢ bedzie od tego, czy krawedZ plyty lezy na linii podziatu (rys.
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12-6a), czy tez pomigdzy tymi liniami (rys. 12-6b). Najpierw zajmiemy si¢ przypadkiem
pierwszym.

Na brzegu plyty moga by¢ dane: ugigcie, kat nachylenia powierzchni, moment zgina-
jacy lub zastgpcza sita poprzeczna. Np. na krawedzi p w punkcie p, k niech beda dane:
Wpks Ppis Mp i lub V. Wszystkie te wielkosci wyraza si¢ za pomoca ugi¢é punktow
lezacych w obszarze plyty oraz poza tym obszarem:

1 .
Ppk = ﬂ“(wp+1,k"' Wp—l,,k),

D

My, = — ¥El Wp— 1= 2Wp i+ W1 VW ke 1 —2Wp i+ Wp ke D], (12-21)
D

Vo = — DYER |== Wp—z,k+2wp—1,k“2Wp+1,k+wp+2,k+(2_"") ("Wp—l,k~1+

+2Wy k= Wo Lkt T Wpa 1 k—1—2Wp i1 kF Wpi1 k1) -

al - b)
r+2 i 4 e
i - r+! —
a4 I
P
r-1 \ 471‘ i \
SRR SN r2: =

p-2 p-1 p p+l p+2 p—2 p-1 p p+l p+Z
Rys. 12-6

Ponadto w narozniku p, r moze dzialaé sita skupiona, ktorej wielkos¢ na podstawie
(2-158) obliczymy ze wzoru:

D 1—»
R,, = ‘5’7}_“_(“)11+1,r+1+wp—l,,r-—l—wp-{-L,r—l,_wp-—-l,r+1)' , (12-22)

W szczegdlnosci, na brzegu swobodnie podpartym jest:

Wex =0, M,,=0, czyi Wyiix=—Wp_1k (12-23)
a na krawedzi utwierdzonej mamy :

Wor =0, @pr=0, czyli Wyii = Wp_1k- (12-24)

Bardziej skomplikowane sa warunki na brzegu swobodnym. Z przyrownania do zera
momentu M, ; i sity V,, wynikaja nastgpujace zaleznosci:

Woitk = —Wp_ gkt 2(0+0)Wp =Wy i1+ Wp ks 1) (12-25)
Wpizk = Wp_2u—4@B—=1)W,_ 1 1 +6(2+2v—vH)w, 1+
+2Q2=) Wp_ 11+ Wpogs )= 4L +20-92) (Wpaa +
A Wpske ) EVR =) Wpkiat Wy rs2)- ’ (12-26)
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Jezeli naroznik p, r jest podparty, mamy oczywiscie

w0 (12-27)
W przypadku za$ naroznika swobodnego, na podstawie (12-22), (12-25) i (12-26), otrzy-
mujemy ' | |

Wortr+1 = Wprt—1FTWp_1,r41— Wp—10-1 =
= —3Wp_1,,._1+2(1+’l’) (wp—l,r+Wp,r—l)_v(wpwz,r'{'zwp,r'l‘Wp,r~2)~ (12'28)'

o) Y
_ G

s
I

7=
AN Lr
i e

|
' |
l ~

/I’-!- /‘——é} '8)* i
(D) - |
[

|

f

|

Po uwzglednieniu warunkow brzegowych (12-23) lub (12-24) réwnania réznicowe ulo-
zone dla punktéw (p—1, k) przyjmuja postaé zapisana schematycznie na rys. 12-7a dla
plyty swobodnie podpartej oraz na rys. 12-7b — dla plyty utwierdzonej wzdluz krawedzi
x = pAi. W przypadku plyty o brzegu swobodnym uwzglednienie warunkow (12-25)
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i (12-26) prowadzi do réwnati, ktére w sasiedztwie brzegu i na samej krawedzi przyjmuja
posta¢ podang na rys. 12-8.

Rysunki 12-9 przedstawiaja schematycznie réwnania réznicowe w sasiedztwie narozy
plyty swobodnie podpartej lub utwierdzonej na krawedziach. Na rysunkach 12-10 i 12-11
podano wspdlczynniki wystgpujace w réwnaniach réznicowych dla punktow sgsiaduja-

a)
r-7

& _Trr
p=g = ]

p=3  p-2 p7  p p2  p1p
Rys. 12-10

a) b)

Rys. 12-11

Rys. 12-13
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eych z narozem o jednej krawedzi swobodnej (x = pl), a drugiej (¥ = r4) swobodnie
‘podpartej lub utwierdzonej. W przypadku plyty podpartej na narozniku (p, r) odpowiednie
réwnania przedstawiono schematycznie na rys. 12-12. Wreszcie rownania réZnicowe
dla punktow lezacych w sasiedztwie naroznika swobodnego zapisa¢ mozna opierajac si¢
na schematach uwidocznionych na rys.-12-13. -

W przypadku plyty, ktérej krawedz p’ lezy pomiedzy liniami podziatu pi p+1, WIelkoscl
brzegowe obliczamy z nastepujacych zaleznosci:

1 1.
Wpr ok = 03 (Wﬂ,k+wp+1,k)a TN e I(Wpﬂ,k—wp,k)»
D
Mpy = — oz Wo— 1= Wpe—Wpsrat

+Wpiait 1'(Wp,k~ 175 2wp,k+ Wpk+1 T Wpit k- 1.“'2Wp+ 1.kt Wpat ks 1) (12'29)

D .
Vp',k ST 73“ [_ wp—l,k+3wp,k_ 3Wp+1.k+wp+2.k+ (2'_7’) (_ wp‘,k-— 1 +

+2Wo k=W k1 F Wpr k-1 2Wp i 1k Wpr 1 k1)
Reakcje naroznikowa w narozniku (p’, #',) obliczymy ze wzoru

1—»
Ry v = ZD“““E‘;;“(W;,,:-— Wort1 ™ Wpar,rtWpir ra1)- (12-30)

1 . o
W przypadku brzegu x = (p+ ~»—)/1 swobodnie podpartego, z warunku antysymetrii

2
znajdujemy :

Wpt1,k = —Wpoks Wpyrok = —Wpo1,k- (12—31)
W zwigzku z tym réwnania réZnicowe w sgsiedztwie brzegu przyjmuja postaé przedsta-
wiong na rys. 12-14.

G- :0 kA 7z
2 V]
7
4
Rys. 12-14 Rys. 12-15

Roéwnie prosto przedstawia si¢ sprawa w 'prz&_padku brzégu utwierdzdnego. Korzy_stajqc
z wyrazenia na ugigcie w,. , (12-10) otrzymujemy od razu:

. u’,p,k = wp+1,k =3 0_ “r (12"32)



