ROZDZIAL V. STATYKA PRZESTRZENNYCH UKLADOW
RAMOWYCH

Przestrzenna konstrukcja ramowa jest najogdlniejszym typem konstrukcji pretowych.
Elementami ramy przestrzennej mozna modelowa¢ wszystkie z omdéwionych dotychczas
konstrukcji (kraty plaskie i przestrzenne, ramy ptaskie) oraz inne jak ruszty, belki zatamane w
planie, obcigzone prostopadle do swojej plaszczyzny, itp. Rys.5.1 przedstawia kilka
przyktadow konstrukcji, ktorych nie mozna modelowaé poznanymi do tej pory elementami, a

wylacznie elementami ramy przestrzenne;.
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5.1. MACIERZ SZTYWNOSCI ELEMENTU RAMY PRZESTRZENNEJ

Wezel konstrukcji przestrzennej ma sze$¢ stopni swobody tzn. moze podlega¢ trzem
niezaleznym przesuni¢ciom i trzem obrotom. Element ramowy ma zatem dwanascie stopni
swobody. Rys.5.2 pokazuje sktadowe sit i przemieszczen weztowych elementu ramowego.
Lokalny uktad wspotrzednych elementu musi by¢ tak dobrany, aby osie y oraz z byty
glownymi osiami przekroju, gdyz upraszcza to rozwazania dotyczace zginania. Zginanie

takiego preta mozna rozpatrywaé jak dwa niezalezne zginania w plaszczyznach Xy oraz xz.
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a) przesunigcia i sity weztowe

osie gtowne
przekroju

Rys.5.2

Przemieszczenia 1 sity weztowe przedstawimy podobnie jak poprzednio w postaci

wektoréw (macierzy kolumnowych).

Wektor przemieszczen weztowych elementu w uktadzie lokalnym

jest wektorem przemieszczen wezla i w lokalnym uktadzie wspotrzednych,

(5.1)

(5.2)
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jest wektorem przemieszczen wezta | w lokalnym uktadzie wspotrzednych

Wektor sit weztowych elementu w uktadzie lokalnym

f
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Fi=lm |- (5.6)
M

jest wektorem sit wezta | w lokalnym uktadzie wspotrzednych.

Poszukujemy jak zwykle zalezno$ci migdzy sitami i przemieszczeniami weztowymi
W postaci:
fremKeye. (5.7)
gdzie macierz sztywnosci K '® jest kwadratowg symetryczng macierzg o wymiarach 12x12.

Wigkszo$¢ sktadowych tej macierzy utworzy¢é mozna na podstawie wynikow
otrzymanych w rozdz.IV dla ramy ptaskiej. Poniewaz zginanie w plaszczyznach gtéwnych
przekroju nie wplywa nawzajem na siebie, roztozymy deformacje elementu ramy
przestrzenngj na kilka prostych postaci:

- rozcigganie osiowe, bedzie identyczne jak w kratownicy,
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- zginanie w plaszczyznie Xz bedzie podobne do standw ramy ptaskiej, modyfikacje dotyczy¢
beda znakow sit wewnetrznych,
- skrecanie.
Jak wida¢ tylko skrgcanie elementu ramowego jest stanem, ktorego nie omawiali§my
do tej pory. Zalezno$¢ migdzy wezlowym momentem skrecajacym a katem skrecania

elementu jest dosy¢ prosta (por. [8]), i przypomina zwigzek miedzy silg osiowg a

wydhuzeniem preta:
Apy _ My (5.8)
L GC'

gdzie A@, = ¢, — @i jest przyrostem kata skrecania wywolanym przez moment skrecajacy

Mx,G

E
= 20+ v) - jest modutem Kirchoffa, C - wskaznikiem oporu przekroju na skrecanie.

Stata C ma wymiar momentu bezwtadnosci i dla przekrojow kotowo-symetrycznych
jest rowna biegunowemu momentowi bezwladnosci (por. [8]), jednak dla innych przekrojow
trzeba ja obliczy¢ zwykle dosy¢ zlozonymi metodami (por. [17]). Sposoby obliczenia tej stalej
dla kilku czgsto wystepujacych w praktyce inzynierskiej przekrojow podano w dodatku nr 3.

Rownanie (5.8) pozwala zapisaé zwigzek mi¢dzy obrotami weztdéw wokot osi X a
skrecajacymi momentami weztowymi:

GC
Mix = T((Pix - (ij)y
5.9
ij:E(_(Pix‘i'(P'x)' -
L j
Roéwnania te sg poszukiwang zaleznoscia, ktora pozwala zapisa¢ macierz sztywnosci

elementu. Na Rys5.3 pokazane s3 zwroty sit weztowych przy jednostkowych

przemieszczeniach weztow, co pozwala ustali¢ znaki wyrazOw macierzy sztywnos$ci.
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Rys.5.3 Znaki wektorow sit weztowych przy jednostkowych przemieszczeniach.
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Macierz sztywnosci elementu podana jest rOwnaniem

Ui Uiy Uiz Pix Piy Piz Ujx Uy Ujz Pix Piy Pz _
EA EA Fi
L L
EJ EJ EJ EJ, |Fy
12 L3Z 6 Lzz -12 LSZ 6 LZZ
EJ EJ EJ EJ Fiz
y y y y
12 _L3 - 6—L2 -12 _L3 - 6_L2
¢ ac M
L L
5 EJy 4 EJy 5 EJy ) EJy Miy
2 L2 L2 L2
e _ EJ EJ EJ EJ M; 5.10
K™= 6 22 4 22 _6 2z ) 2z iz ( )
L L L L
EA EA Fi
L L
EJ EJ EJ EJ Fiy
-12 L3Z -6 Lzz 12 LSZ -6 LZZ
EJ EJ EJ EJ F
y y y y 1z
s e 127 e
ac ac M
L L
By LB, By LB My
B L2 LZ L2 LZ
EJ EJ EJ EJ, |Mm
! v e o N

102



5.2. TRANSFORMACJA MACIERZY SZTYWNOSCI DO GLOBALNEGO
UKEADU WSPOLRZEDNYCH

Macierz sztywno$ci elementu powinna zosta¢ przetransformowana do uktadu
globalnego. Metoda transformacji macierzy elementu ramowego jest analogiczna do
zastosowang w rozdz.lll transformacji macierzy preta kratownicy przestrzennej, z tym ze
niezb¢dny okaze sie teraz trzeci obrot wokot osi X uktadu lokalnego, aby doprowadzi¢ osie V i
Z do potozenia gltéwnych centralnych osi bezwtadnosci przekroju elementu. taki wybor osi
lokalnych jest bardzo istotny dla budowy macierzy sztywno$ci o czym byta juz mowa na
wstepie. Rys.5.4 przedstawia usytuowanie elementu w przestrzeni, uzywane uklady

wspotrzednych oraz oznaczenia katow obrotu.
7 A

[ S

Rys.5.4

Na Rys.5.4 wprowadzono oznaczenia €, 6, €; - s3 to wektory bazowe osi lokalnego
uktadu wspotrzednych, Ex, Ey, Ez - sa to wektory bazowe osi globalnego ukladu

wspotrzednych. Okaza si¢ one pomocne w dalszych przeksztatceniach.
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5.2.1. Wykorzystanie kata obrotu o do utwor zenia macierzy transformagji

Przeprowadzimy teraz transformacje dowolnego wektora przemieszczen U'; z uktadu

lokalnego do globalnego przez ztozenie trzech obrotow:

u, =Ry[RB(Rau'i)]! (5.11)
1 0 O
gdzieR, =0 ¢, -s,/|, (5.12)
0 s, ¢,
jest macierzg obrotu wokot osi X o kat a.,
G 0 -5
Rg=0 1 0 [, (5.13)
$ 0 ¢
jest macierzg obrotu wokot osi y' o kat 3,
c, —-s, O
R,=|s ¢ 0], (5.14)
O 0 1

jest macierza obrotu wokot osi Z' o kat y. W rownaniach (5.12), (5.13) i (5.14) ¢, = cosa.,
s, =Sina, ¢ =cosB, s; =sinB, ¢, =cosy, s, =siny. Rownanie (5.11) mozna zapisa¢
prosciej:

gdzie R; =R R R, jest macierza obrotu we¢zta, a zaleznos¢ odwrotna:

u=(R)) u;, (5.16)

gizie (R,)" =(R,)"(Ry) (R, ) -

Przy tym sposobie transformacji funkcje katow y i B moga by¢ wyznaczone na
podstawie wspotrzednych weztow elementu (zaleza one od kosinuséw kierunkowych
elementu - por. p.3.2), a kat a jest dodatkowym parametrem, ktéry musi by¢ podany dla

kazdego elementu.
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5.2.2. Wykorzystanie wektora kierunkowego

Podamy teraz inny sposob okreslenia macierz obrotu. Niech dodatkowym
parametrem, okreslajacym element bedzie wektor kierunkowy g, (Rys.5.4), ktory lezy na osi y
uktadu lokalnego a jego modul réwny jest jednosci (wektor taki nazywamy wektorem
bazowym lub wersorem osi). Mamy zatem:

- wersor 0s X uktadu lokalnego wyznaczony na podstawie wspotrzednych elementu (jego

sktadowe sg kosinusami kierunkowymi elementu)

€, L Ly
ex = eXY = I LY ’ (5.17)
€z L,

- dany wektor kierunkowy elementu

e, =|€y |- (5.18)
ez
Poszukujemy trzeciego wektora bazowego e, ktory pozwoli nam zapisaé
transformacje¢ dowolnego wektora z lokalnego ukladu wspotrzednych xyz do uktadu
globalnego XYZ.
Poniewaz uktad osi Xyz jest prostokatnym kartezjanskim uktadem wspotrzednych, to

wektory bazowe tego uktadu sa wzajemnie prostopadte. Mozemy zatem zapisac:

e, =86 xe, (5.19)
a stad wyliczymy:
€xx
€, =€y |, (5.20)
€z
gdzie:
& &z ex ©z xSy
yY YZ yX yZ yX yY

sa wspotrzednymi wektora bazowego lokalnej osi z wzgledem globalnego uktadu
wspotrzednych.
Poniewaz dowolny wektor przedstawi¢ mozna jako sume iloczyndw jego

wspotrzednych 1 wektorow bazowych, otrzymamy:
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u=ue, +ue +ue, = ux(eXxEX +eyEy +eszz)+

+Uy(eyXEX +eyEy +eyZEZ) +Uz(eszx +eyEy +eZZEZ)=

(5.22)
= (uxeXX +U € +U,Ex )Ex + (uxeXY +uey + uZeZY)EY +
+ (uxexZ +ue, + uZeZZ)EZ ,
lub kréce)
gdzie R; jest macierzg obrotu wezta
€x  Ex  €x
Ri=|ey €y Sy |- (5.24)

€z €z €7

5.2.3.  Wykorzystanie punktu kierunkowego

Konieczno$¢ podania wektora kierunkowego w postaci (5.18) powoduje cze¢sto
trudno$ci podczas wprowadzania danych. Przedstawimy tu jedng z mozliwosci utatwienia
sposobu podawania kierunku osi elementu, ktorg stosuje si¢ w systemie ALGOR. Element
ramy przestrzennej okreslony jest tam przez trzy punkty (i - wezet poczatkowy, | - wezet
koncowy, Kk - wezet kierunkowy). Punkty i, j, K okreS$lajg ptaszczyzne w przestrzeni
trojwymiarowej, w ktorej lezy o$ y lokalnego uktadu wspétrzednych. O$ X okreslona jest przez
prosta przechodzgcg przez punkty i, j. Dlatakig definicji kierunkéw osi lokalnych znajdziemy
wspotrzedne wektorow bazowych. Niech X;, Y, Z; oznaczajg wspotrzedne punktu i w uktadzie
globalnym, wspotrzgdne punktow j oraz K oznaczymy analogicznie, wtedy wspOirzedne

elementu w uktadzie globalnym sg rowne:
Ly =X; =X, Ly=Y, =¥, L, =Z, -7, L=y/l5 + 12+ 12, (5.25)
a stad obliczymy sktadowe wektora €.

Lx Ly L, (5.26)

TR AN

Utworzymy wektor v, tgczacy punkt i z punktem kierunkowym k (Rys.5.5):

xk - xi
v=| Y. =Y |. (5.27)
Zk _Zi
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Rys.5.5

[loczyn wektorowy wektorow ey oraz v da nam wektor w prostopadty do ptaszczyzny

Xy, ktory po normalizacji bedzie wektorem bazowym €

W=e, xV, (5.28)
& &z B & B Gy
b S IRV e S IRV L2l VR
Yy Vz x Vz x Wy (5.29)

Wx Woo ¥z (5.30)

Wspotrzedne wersora €, otrzymamy teraz dzigki iloczynowi wektorowemu wersorow

e przez e
e, =€, xe,, (5.31)
€y €z €x €z €x €y (5.32)
eyx = f eyY = — ’ eyz = .
€y €z €x €z €x S

Na podstawie wynikow (5.26), (5.30) oraz (5.32) mozna utworzy¢ macierz

transformacji R; jak w rownaniu (5.24).

5.24. Macierztransformacji elementu

Utworzymy teraz macierz transformacji elementu. Poniewaz wektory przemieszczen
weztow oraz wektory sit weztowych zostaty tak pogrupowane, ze mozna je podzieli¢ na bloki
zawierajace albo przesuniecia albo obroty, oraz sity lub momenty, to przyczyni si¢ to do
uproszczenia budowy macierzy transformacji, gdyz kazdy z blokow mozna transformowaé

niezaleznie:
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RE = | (5.33)

gdzie R; jest macierza obrotu wezla i @ R macierza obrotu wezta j. Poniewaz element jest
prosty, to tak jak w poprzednich przypadkach (kraty, rama ptaska) przyjmujemy R;=R.

Transformacje macierzy sztywnosci do ukladu globalnego otrzymamy przez

mnozenie macierzy identycznie jak w (2.34).
Ke=R°K*(R®)", (5. 34)

gdzie R°®okreslona jest rownaniem (5.33). Posta¢ macierzy K © jest w globalnym ukladzie

wspotrzednych dosy¢ ztozona, wiec nie bedziemy jej podawali.

5.3. WARUNKI| BRZEGOWE DLA RAMY PRZESTRZENNEJ

Warunki brzegowe wystgpujace w podporach ram przestrzennych sg bardzo zblizone
do warunkéw omawianych konstrukcji plaskich. Oczywiste sa réznice dotyczace stopni
swobody, ktore nie wystepowaty w ramach plaskich. Oméwimy warunki brzegowe, ktére
opisuja te podpory ramowych konstrukcji przestrzennych, i1 ktore s3 najczescie]

wykorzystywane ( Rys.5.6).

a) podpora sztywna (pelne zamocowanie)

Uy= 0 P = 0
u,=0 ¢,=0
urZ = (p/‘Z = 0

b) podpora przesuwna liniowo (wzdhuz osi X)

Z[ X
z !
/ Ya 4 u,=0 @,=0
u,=0 ¢,=0

¢,=0
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¢) przegub kulisty

J

d) przegub walcowy (obrot wokot osi Y)

&

e) podpora ptaska przesuwna (przesuw po ptaszczyznie X7Y)

u,=0

urY =

lub u,=

U, = (Prxzo
u,y=0 ®,=
u,=0

E u,=0
f) przegub Cardana
u,=0  ¢,=0
U, =
u,=0

Rys.5.6

Uwzglednienie warunkéw brzegowych odbywa si¢ analogicznie jak w omawianych

wezesniej konstrukcjach tzn. przez modyfikacje globalnej macierzy sztywnosci (por.p.2.6).

5.4. ELEMENTY BRZEGOWE

Roéznorodno$¢ podpor mozliwych do zastosowania w konstrukcji przestrzenne

wzrasta jeszcze, gdy dodamy wiezy sprezyste 1 podpory ukosne.
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Tak jak w rozdziatach poprzednich, do modelowania tych wigzo6w polecamy
stosowanie sprezystych lub sztywnych elementow brzegowych. W zasadzie zastosowac
mozna pojedynczy element opisany w rozdz.Il lub III, z ktorego da si¢ ztozy¢ bardziej
skomplikowane podparcie, ale dla wygody podamy tu zastosowanie macierzy uniwersalnego
elementu sprezystego o szesciu stopniach swobody:

hy O O O O O

O hy 0 0 0 O
O 0 h, 0 0 O
b rz
K*=l6 0 0 g, 0 o (5.35)
O 0 0 0 gy O
0 0 0 0 0 g,

gdzie hx, hyy, hz - sa sztywnoSciami sprgzyn przy rozcigganiu, a Orx, Ory, Oz - S3
sztywnos$ciami gietnymi (lub skretnymi) sprezyn.

Transformacja tej macierzy do uktadu globalnego jest podobne jak w rozdz. IV
(rownanie (4.48)). Poniewaz reakcje naszego elementu obejmuja dwa niezalezne wektory:
wektor sit i momentow podporowych, to odpowiednio macierz transformacji ma postac:

R, O
IR, (5.36)
Rb_[ 0 R,}’

gdzie R, jest macierza obrotu wezta dang rownaniem (5.24). Po wykonaniu mnozen

otrzymamy macierz sztywnos$ci elementu brzegowego w globalnym uktadzie wspotrzednych:

Kb — RPK P (Rb)T :{E ((_);} (5.37)

gdzie H jest macierza sztywnosci przy przesuwaniu a G macierz sztywnos$ci obrotu:

e hy +exhy +e5h, 0 0
0 0 e hy +e5hy +e5h,

Macierz G tatwo otrzyma¢ z macierzy H zamieniajac sztywnos$¢ sprezyn

rozcigganych hyx, hry, hyz na sztywno$¢ sprezyn zginanych grx, Ory, Qrz.
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