7 Modele przeptywu turbulentnego

7.1 Wstep

Ruch burzliwy ptynu lepkiego, niescisliwego opisany jest rownaniami Naviera-Stokesa
(N-S) (7.1), ktére wraz z rownaniem ciaglosci (7.2) stanowia kompletny uktad zaleznosci,
pozwalajacy wyznaczy¢ ci$nienie oraz pole predkosci przeptywu. Powodem powstania
zastepczych modeli ruchu turbulentnego (zwykle bardziej skomplikowanych niz przejrzysty
model N-S) jest skala problemu, ktory nalezy rozwiaza¢ w przypadku przeplywow powietrza
wokol budowli lub ponad terenem. Najmniejsze wiry wystgpujace w takich przeptywach,
zgodnie ze skala Kotmogorowa (por. Chorin [1994] ): n=(v'/e)"*, (voznacza tu lepkosé
molekularna a ¢ dysypacjg kinetycznej energii turbulencji), maja rozmiary rzedu 0.1+1.0 mm
(por. Murakami, Mochida [1995], Elsner [1987]). Numeryczne rozwiazanie rownan N-S
wymaga zatem bardzo gestej siatki dyskretyzujacej obszar przeptywu. Ilosé gunktéw
weztowych odpowiedniej siatki przestrzennej powinna by¢ proporcjonalna do Re¥* | gdzie
Re=upL /v jest liczba Reynoldsa, (por. Murakami [1995,1996], Chung [2002]) co wynika ze
statystycznych teorii ruchu turbulentnego. Poniewaz rzeczywiste przeptywy powietrza wokot
budowli charakteryzuje liczba Reynoldsa Re=10°+10" to liczbe wezlow siatki, niezbednej do
otrzymania dostatecznie dokladnego rozwiazania numerycznego rownan N-S, mozna
oszacowa¢ na 10"+10" Najwicksze zadania rozwiazane metoda bezposredniego
numerycznego catkowania rownan N-S (DNS — Direct Numerical Simulation) mialy siatke
zawierajaca 10'+10° weztow i dotyczyly przeptywow scharakteryzowanych liczba Reynoldsa
rzedu 200+5000. Wigksze siatki wymagatyby zbyt dlugiego czasu obliczen. Metody DNS
stosowane sg zatem do symulacji prostych przeptywdw turbulentnych np. czgsto badanych w
tunelach aerodynamicznych przeplywoéw wokot prostokata. Rezultaty otrzymywane
metodami DNS przynosza wiele waznych informacji stuzacych poprawianiu innych modeli
przeptywow turbulentnych.

Jak wida¢ wspotczesna technika komputerowa zezwala na rozwigzanie probleméw o
kilka rzgdéw wielko$ci mniejszych niz wymaga tego praktyka inzynierska. Modele zastgpcze
wymagaja znacznie mniejszych siatek dyskretyzacyjnych. Korzystaja one z usrednionych w
czasie (metody oparte na hipotezie Reynoldsa, np. k - &) lub w przestrzeni (metoda LES -
Large Eddy Simulation) rownan N-S. UsSrednienie w czasie pola predkosci prowadzi do
réwnan Reynoldsa (zastgpuja one rownania N-S) wyrazajacych zasad¢ zachowania pgdu w
usrednionym przeplywie turbulentnym.

Zalezno$¢ migdzy réznymi modelami obliczeniowymi przeplywu turbulentnego wg.
Murakamiego i Mochidy [1995, 1996] przedstawiona jest w postacie diagramu pokazanego
narysunku 7.1.
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Rys. 7.1 Zaleznos$ci migdzy modelami numerycznymi przeptywu turbulentnego, 7 - skala Kotmogorowa, | -
charakterystyczna skalawiru (rozmiar siatki catkowania), L - skala budynku, tunelu.

7.2 Réwnania ruchu i metody usrednien

W modelu przeptywu laminarnego stan ptynu niescisliwego jest opisany za pomoca
rownania Naviera-Stokesa:

a(gtu)+(u-v)(pu):—Vp+uVZU+pb, (7.1)

gdzie: u=uje; + U e + Uses jest wektorem predkosci przeptywu,
€1, &, 63 oznaczaja jednostkowe wektory bazowe, t — 0znacza czas,
p O0zZnacza gestos¢ pltynu, p=p(X1,X2,X3s) oznacza ci$nienie, 4 — oznacza lepko$¢
dynamiczna, b oznacza wektor sit masowych,

V= iel + ie2 + i% oznacza wektorowy operator Hamiltona,,
0% OXo OX3
o° 0% @°

V2

= + + operator Laplace’a,
ok o5 oxd

oraz rdwnania ciaglos$ci:

aa’t’w-(pu):o. (7.2)

Przyjmujac hipotez¢ Reynoldsa, ktéra pozwala zapisa¢ skladowe wektora predkosci
oraz pole ci$nienia jako sumy wielko$ci usrednionych i fluktuacji, mamy:

U=y +Uj, p=p+p. (7.3)



W zaleznosci od potrzeb i rodzaju rozpatrywanego problemu (np. ptyn niescisliwy lub
scisliwy) stosowane sa rézne rodzaje usrednien w celu przeksztatceniach rownania N-S. Trzy
z nich oméwimy w nastgpnych punktach tego rozdziahu.

7.2.1 Usrednianie czasowe
Warto$¢ usredniona w czasie, dowolnej funkeji u(x,t), definiuje si¢ nastgpujaco:

t+At
u(x,t)=A1t j u(xt)dt, (7.4)
t

gdzie At oznacza czas usredniania. Srednia warto$¢ fluktuacji jest w tym przypadku réwna
Zeru:

t+At
w(x.t) th j u'(x,t)dt = 0. (7.5)
t

Nie dotyczy to jednak warto$ci sredniej iloczynu dwoch fluktuacji:

1 t+At
t j u'wdt 0. (7.6)
t

uw=-—
A

Ten sposob usredniania stosowany jest powszechnie w przypadku plynéw jednorodnych,
niescisliwych: p = p = const.

7.2.2 Usrednianie masowe — usrednianie Favre’a

Wartos¢ srednig T(X,t) definiuje tu zwigzek:
- pu
pO=pu, U=pf, (7.7)
Jo,
ktory pozwala zapisa¢ wartos¢ chwilowa u(x,t) w postaci:
u(x,t) =a(x,t)+u", (7.8)

przy czym pu”’=0, u"=-p'u/p=0.
Usrednianie Favre’a stosowane jest przy opisie ruchu ptynow $cisliwych.

7.2.3 Usrednianie przestrzenne, filtracja przestrzenna

Warto$¢ usredniona w objetosci €2, podobnie jak w przypadku usredniania czasowego,
definiuje réwnanie:



u(t) = [12 j u(x1)de . 7.9)
Q

Ten typ usredniania wiaze si¢ tez z filtracja przestrzenna zdefiniowana réwnaniem:

u® = [ fQuEnds, [f@de=1. (7.10)

gdzie f(&) jest funkcja filtrujaca. Biorac f (&) = ;'2 gdy Ee 2 i f(&)=0 dla innych wartosci &

otrzymamy rownanie (7.9). Mozliwe sa tez inne funkcje filtrujace np. funkcja Gaussa,
Fouriera (por. Chung [2002]).

7.3 Modele RANS — modele usrednien Reynoldsa
Zaktadajac jednorodnos¢ i niescisliwos¢ ptynu, p = const, 4 = const. oraz przyjmujac
hipotezg Reynoldsa (7.3) i usrednianie czasowe (7.4), podstawimy zwiazki (7.3) do réwnania

ciaglosci (7.2). Otrzymamy réwnanie wiazace Srednie wartosci skladowych wektora
predkosci (por. Elsner [1987], Chung [2002]):

V.u= 26”' —aui —uj; =0, (7.12)

gdzie przecinkiem oznaczono rdzniczkowanie oraz zastosowano konwencj¢ sumacyjna.
Podstawienie zwiazkow (7.3) do rownania N-S daje rownanie:

g U -

Ejtu,,.u. __E P+ (zij +7ij) i » (7.12)
gdzie zij = u(ui,j +Uj,i), ‘L’G =—pUjU’; oznaczaja naprezenia wystgpujace W plynie.
Sktadowe tensora naprgzen ‘L’G sa naprezeniami turbulentnymi (naprg¢zeniami Reynoldsa).

Analogiczne przeksztalcenia, ale przy zalozeniu $cisliwosci ptynu oraz usrednienia
Favre’a daja rownania ciagtosci (7.13) oraz zachowania pedu (7.14) ptynu Scisliwego:

aapwm. -0, (7.13)

5(pU) +(pTT)) ; =

o —p; + (@i +1) (7.14)
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gdzie tij = u(ui,j +Uj, —%ai,iéij), TG =—p U'Uj ad; oznacza deltg Kroneckera (=1 gdy i

=], lub &;=0gdyi #j).

Tensor naprezen Reynoldsa wystepujacy w rownaniach (7.12) lub (7.14) jest przyczyna
pewnych klopotéw wszystkich modeli RANS (Reynolds Averaged Navier-Stokes equations),
gdyz dodaje nowe niewiadome wielkosci do ukladu rownan, ktéry staje si¢ teraz nie
zamknigty i wymaga dodatkowych roéwnan wiazacych sktadowe tensora TG . Te dodatkowe

roéwnania (domknigcia modelu Reynoldsa) stanowia o réznicach miedzy modelami przeptywu
turbulentnego nalezacymi do rodziny RANS.

7.3.1 Model Boussinesqua

Najstarszym sposobem domknigcia rownan Reynoldsa jest model Boussinesqua z roku
1877 (por. Elsner [1987]), ktory zwiazat skladowe tensora Reynoldsa TG ze skladowymi
tensora predkosci deformacji 7ij :

* -

zij =—pr (U j +Uj), czyli —uuj =v (U j +u;;), (7.15)

unikajac w ten sposob tworzenia dodatkowych roéwnan. Wspotczynnik vr=ur/p wystepujacy
w rownaniu Boussinesqua nazywany jest wspolczynnikiem kinematycznej lepkosci
turbulentnej, jest to skalarna funkcja wspotrzednych przestrzennych. Jak jednak tatwo
wykaza¢ dla ptynu niescisliwego sktadowe diagonalne tego tensora musza znika¢, co wynika

z rdwnan ciaglosci. Prowadzi to do sprzecznosci, gdyz sktadowe ‘L'i*i =—p UjU; znikaja tylko
wtedy gdy brak jest jakichkolwiek fluktuacji predkosci, co ma migjsce tylko w przeptywie
ustalonym. Usunigcie tej sprzecznos$ci mozliwe jest np. przez przyjgcie, ze wspotczynnik vr
jest funkcja tensorowa wspotrzednych przestrzennych (por. Elsner [1987]).

7.3.2 Model Prandtla i jego modyfikacje

Drugim modelem bez dodatkowych réwnan domykajacych byt model Prandtla,
bazujacy na jego koncepcji drogi mieszania w warstwie przysciennej (por. Launder i Spalding
[1972]). Model ten rozwijany byt pdozniej przez Theodora von Karmana i innych badaczy
(por. Chung [2002]). Wspotczynnik kinematycznej lepkosci turbulentnej wystgpujacy w
réwnaniu (7.15) Prandtl okreslit nastepujaco:

, (7.16)

foznacza tu droge mieszania okres$lona réwnaniem /=kY, gdzie y jest wspotrzedna

prostopadia do $ciany a x Stala von Karmana, x = 0,41. Naprgzenia Reynoldsa w warstwie
przysciennej sa zatem rowne:

Ty = pzz{dur, (7.17)
Y dy



gdzie x jest wspotrzedna rownolegla do $ciany a y — prostopadta do $ciany. Catkowanie tego

réwnania oraz wyznaczenie statych catkowania na podstawie badan do$wiadczalnych daje
tzw. ,,funkcje $ciany”:

ut :iln y"+55 (7.18)
K

gdzie u” oraz y* sa bezwymiarowymi warto$ciami predkosci i odlegloéci od $ciany:
ut =Y vt = Yo

, v — jest kinematycznym wspdlczynnikiem lepkosci ptynu a Ug
Uo

predkoscia porownawcza. W matlej odlegloéci od $ciany 0 < y'< 5 zaleznoéé¢ (7.18) nie daje
warto$ci zgodnych z do$wiadczeniem. Poprawne wartos$ci daje natomiast prosty zwiazek
y'=u" . Rysunek 7.2 pokazuje zgodnoé¢ tych réwnan z danymi do$wiadczalnymi.
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Rys. 7.2. Porownanie danych do§wiadczalnych z wynikami przewidywanymi przez model Prandtla

Réwnanie Prandtla /¢=xYy, opisujace droge mieszania bylo wielokrotnie

modyfikowane (por. Launder i Spalding [1972]). Wsréd tych modyfikacji ngjbardziej znana
jest modyfikacjavan Driesta:

r=xyl-expl-y'/A), (7.19)

gdzie A=26, y" = Yo , Uy =-/Tg/p , 70— jest stycznym naprgzeniem przy Scianie.
1%

Wspobiezynnik lepkosci turbulentnej (7.16) modyfikowany byt m.in. przez Cebeciego i Smitha
oraz Baldwinai Lomaxa (por. Chung [2002]).

Kotmogorow (w 1942r.) 1 Prandtl (w 1945r.) zaproponowali tez modele turbulencji z

jednym rownaniem domykajacym (por. Launder i Spalding [1972]) gdzie lepko$¢ turbulentna
uzalezniona zostata od energii kinetycznej turbulencji:



vr =¢,/k, k=21ujui, c,=0,09. (7.20)

Energia kinetyczna turbulencji k, wystgpujaca w tym roéwnaniu, wymaga dodatkowego
rOwnania wiazacego ja z innymi wielkosciami wystgpujacymi w rownaniu Reynoldsa (7.12).
Tym réwnaniem jest rownanie transportu energii Kinetycznej turbulencii:

K o
E‘f‘Uik,i = (ka,i),i +(Tij Ui)’j , WW=v+vr. (721)

Zastosowanie modeli Prandtla jest ograniczone w zasadzie do opisu przeptywoéw w warstwie
przysciennej i przeplywow dwuwymiarowych w poblizu $ciany.

Inny, bardzigj skomplikowany model z jednym réwnaniem dodatkowym zaproponowali
Spalart i Allmaras [1992], gdzie wspdtczynnik lepkosci turbulentnej obliczany jest przez
rozwiagzanie dodatkowego rdwnania rézniczkowego.

7.3.3 Model k-¢

Model k-& jest jednym z wielu modeli o dwdch dodatkowych rownaniach,
zaproponowany zostal przez Chou [1945] i nastgpnie modyfikowany byt wielokrotnie m.in.
przez Davidova, Harlowa i Nakayame, Jonesa i Laudnera (por. Laudner i Spalding [1972]).
Jest jednym z najpopularniejszych modeli i z pewnos$ci najczgéciej obecnie stosowanym
modelem turbulencji przeplywu plynu niescisliwego, o niewielkich predkosciach.
Przedstawimy tu jego klasyczna wersjg, opisana przez Laudnera i Spaldinga oraz Chunga
[2002].

Tensor naprezen turbulentnych Reynoldsa (7.14) opisany jest dodatkowym rownaniem:

oy = pr (Ui +uji) -2 pkdy ,  pr=pc, ke, (7.22)

gdzie k oznacza energig kinetyczna turbulencji a C, jest stata (por. 7.20), ¢ 0znacza dysypacje
energii kinetycznej turbulencji. Dwie nowe wielkosci (k-&) wprowadzone w rownaniu (7.22)
wymagaja dodatkowych dwoch réwnan transportu:

st(pk)ﬂpkui),i —(@ijug); - pe+(uk); | (7.23)

;(P8)+(P8Ui),i = Cyq(TijUj) —Cope?/k+ (1, €)i > (7.24)

gdzie = pu + prlok, p.= pu+ urlo.a stale modelu przyjmuja nastepujace wartosci:
c.=0,09; ca=1,45+155; Ccp=1,92+2,00; ox=1,00; o,=1,30.

Model k-& doczekatl si¢ wielu modyfikacji poprawiajacych jego zgodnos¢ z danymi
eksperymentalnymi. Launder, Reece i Rodi [1975] zaproponowali model DSM (Differential
Second Moment) a Rodi [1976] jego wersje uproszczona — ASM (Algebraic Stress Moddl).
Oba modele rozwinigte zostaty w latach 90-tych przez Murakamiego i in. (por. Murakami
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[1990],[1993],[1996],[1997], Murakami i Mochida [1988],[1991],[1995]) oraz Laundera i

Kato [1993].
Uktad dodatkowych réwnan modelu DSM w wersji podanej przez Murakamiego

przedstawia si¢ nastepujaco:

o o
a(UinH(Uin uj),j =R + Dy + Dy —g;

De B c (7.25)
E"'(e uj),j = Dg +E(C£1Pk _C£28)’
adlamodelu ASM mamy:
ok —
E-ﬁ-(kUj)’j = Dk+ R(—g ,
Oe - g
7+(8uj),j = Dg +7(C81PK_C828)’ (7.26)
ot k
Uli Ulj
(R _8)7k =R+ @ — ¢,
Dodatkowe funkcje obu modeli okreslone sa nastgpujaco:
Djj = [C Uty (U7 UT), k/glm ,
Dk = (Ck U'm U'| kk’|/8)’m s
D, = (C‘9 U'mU| kg,/s)ym ,
Ro=-uju; ui (7.27)
HJ =—U'i U'k aj,k—uljulk ai,k s
&ij = 55¢

P :—oli(muj—géijk)_cz(ej ~25R).

gdzie stale modelu podane przez Murakamiego sa rowne:
Ci=18; C;=06; CG=022; C=0,16; C4=144; C»=192.

7.3.4 Model k-

Autorem modelu k-w byt Kolmogorow [1942], ktory zaproponowal zwiazek migdzy
wirowoscia a energia kinetyczna turbulencji:

w=ck?/r, (7.28)

gdzie c jest stala. Dynamiczny wspotczynnik lepkosci turbulentnej zapisaé mozna wtedy
nastepujaco:
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ur = pkio . (7.29)

Rownania transportu energii kinetycznej oraz wirowos$ci sa nastgpujace:

gt(p K)+(pKui); = (2 Uj); +(uk;) — B p koo | (7.30)

;(pwn(pwui),i —a? (@ Uy), ;) ~ fp 07 (7.31)

gdzie stale modelu przyjmuja nastgpujace wartosci: a=5/9; f=3/40; p =9/100;
c=0c =1/2.

7.4 Metody symulacji duzych wirow — LES

W roku 1963 Smagorinsky [1963] zaproponowat symulacj¢ duzych wiréw (Large Eddy
Simulation - LES). Jest to prosty model polegajacy na przestrzennym usrednieniu pola
przeptywu, w odroznieniu od usredniania wzglgdem czasu w modelach Kk -& Model
Smagorinsky’ego zaczat by¢ szeroko stosowany w komputerowych symulacjach przepltywoéw
turbulentnych poczawszy od lat 70-tych. Duza rol¢ w popularyzacji modelu LES odegrata
praca Deardorffa [1970]. Standardowy model LES opisany jest rownaniami:

é’é,Lf[i+(uiuj),j =—p; —(v+vess) (Ui +vuji) (7.32)

Uii =0, vess=CsA [uj(Uij+uji), A=(hhhg)"®, (7.33)

gdzie stala Ce= 0,1+0,25 oraz hy, hy, hs oznaczaja wymiary siatki dyskretyzujacej obszar.
W metodzie tej symulowane sa wiry o skali porownywalnej z rozmiarami oczka siatki.
Uwzglednienie wiréw mniejszych odbywa si¢ przez wprowadzenie dodatkowej lepkosci
wynikajacej z naprezen w wirach mniejszej skali (Subgrid Scale Stress - SGS) niz przyjgta
siatka dyskretyzacyjna (skala usrednienia przestrzennego).

Stata modelu Cs , przyjmowana jest w modelu standardowym jako niezalezna od czasu i
przestrzeni i jest optymalizowana w zaleznosci od rodzaju analizowanego przeptywu. W
przypadku przeptywow przez przewody przyjmuje si¢ zwykla wartos¢ C=0.1 a dla
przeplywow izotropowo zanikajacych (isotropic decay flow) Cs=0.23. W latach 80 i 90
proponowano szereg metod optymalizujacych stata Cs . Duze znaczenie mialy prace Germano
[1998], ktory zaproponowat tzw. Dynamiczny model LES (DS). W modelu DS uzywa si¢
zmiennego w czasie 1 w przestrzeni wspotczynnika Cs , ktdry oblicza si¢ porownujac wyniki
symulacji przy dwoch réznych skalach filtracji przestrzennej pola przeptywu. Doktadniejsze
wyniki metody DS pociagaja za soba znaczne wydhuzenie czasu obliczen, ktory wzrasta
pieciokrotnie w stosunku do standardowego modelu LES (por. Murakami [1997]). Inne
propozycje optymalizacji stalej Cs wynikajace z roznych metod usredniania stosowanych w
obliczeniach omOwione sa w pracy Germano [1998].
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7.5 Metody bezposredniego catkowania numerycznego

Metody poszukiwania rozwiazania zagadnienia przeptywu turbulentnego polegajace na
bezposrednim rozwigzaniu numerycznym rownania Naviera-Stokesa sa dosy¢ proste, jezeli
porowna¢ je z metodami koniecznymi do rozwigzania réwnan modeli opisanych w
poprzednich punktach tego rozdziatu. Jezeli ograniczymy si¢ do niewielkich (Re <10°) liczb
Reynoldsa, z powodow ktére opisane zostaly we wstepie do tego rozdziatu i ograniczymy

krok czasowy rozwigzania: At <0,0005,/H /v, gdzie H jest przestrzenna skala przepltywu

(np. wysokoscia tunelu), to otrzymane wyniki sa dostatecznie zgodne z eksperymentem (por.
Ohyai in. [1992].
Metody numeryczne stosowane w rozwigzaniu zagadnien przeptywOW opisane zostaly
w rozdziale 8. Z wielu metod tam opisanych najczgéciej stosowana obecnie jest metoda
objgtosci skonczonych a zagadnienia nieustalone rozwiazuje si¢ zwykle korzystajac ze
schematu catkowania Cranka-Nicolsona, Adamsa-Bashfordta lub Rungego-Kutty.
Problemem, ktory pojawia si¢ podczas rozwiazywania rownania Naviera-Stokesa dla
plynow niescisliwych jest brak zbieznosci rozwiazania. Pojawiaja si¢ oscylacyjne warto$ci w
kolginych iteracjach co uniemozliwia uzyskanie zadanej doktadnosci. Kilka metod
stosowanych jest w celu rozwiazania tego problemu, z ktdrych trzy sa najcz¢sciej stosowane:
* metoda sztucznej $cisliwosci ptynu,
* metoda korekcji ci$nienia,
* metodawirowa
Metody te oméwimy w dalszych punktach tego rozdziatu.
Begdziemy zajmowaé si¢ rownaniem Naviera-Stokesa (7.1) dla plynu jednorodnego
(v=congt) i niescisliwego (p = const), zapisanym w postaci bezwymiarowey:

oy B
Eﬂli,juj __p,i+%ui,jj ) (7.34)
gdzie wprowadzono nastgpujace oznaczenia:
U : ’ t'u u
=t x= i, =P T, Re-tOl0 (739
UO LO puo LO 14

Gwiazdkami oznaczone sa tu wielkos$ci fizyczne, Up, Lo o0znaczaja porOwnawcze wartosci
predkosci i odleglosci, stala Re nosi nazwe liczby Reynoldsa. Rownanie ciaglosci (7.2)
wyraza teraz brak zmiany objgtosci czastki ptynu:

U =0. (7.36)

Warunki brzegowe, ktdre powinno spetniaé rozwigzanie rownan N-S mozna podzieli¢ na pig¢
grup:

= warunki na powierzchni naptywu (inlet condition),

= warunki na powierzchni odptywu (outlet condition),

= warunki na powierzchni $ciany,

= warunki na plaszczyznie symetrii.

= na powierzchni naptywu lub odptywu zadane jest pole ci$nienia
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Omoéwimy oddzielnie kazda z tych grup.

Warunki na powierzchni naplywu

Powierzchnia naplywu stanowi powierzchni¢ ograniczajaca obszar dyskretyzacji.
Powinna by¢ tak dobrana, aby znane byly warto$ci sktadowych wektora predkosci na tej
powierzchni oraz gradient sktadowej w kierunku normalnej:

ou,
on

U (XY, 2)g =1(5,9),

= $,(&,¢), (7.37)

S

gdzie &, ¢ sa wspotrzgdnymi na powierzchni napltywu §, 7 jest wspotrzedna normalna do
powierzchni S, w(&,8) i ¢i(€,6) sa znanymi funkcjami na powierzchni naptywu. Ze wzglgdu

U

=0, dla przeplywow

S

na wygode takiego zalozenia, najcze$ciej przyjmuje sig:

ustalonych lub {%L:HL u, o

} =0, dla przepltywow nieustalonych. Powierzchnia by¢
S

zalozona dostatecznie daleko aby mozna bylo zaniedba¢ zaburzenia wywolane niezbyt
dokladnym przyjeciem warunku naptywu.

Warunki na powierzchni odptywu

Na powierzchni odptywu na ogoét nie znamy dostatecznie doktadnie ani pola predkosci
ani gradientéw jego sktadowych. Nalezy zatem przyja¢ ta powierzchnig takze dostatecznie
daleko aby warunki brzegowe nie zburzyly rozwiazania. Przyjmuje si¢ tu najczgsciej warunki
brzegowe zblizone do warunkéw na powierzchni naptywu w przeplywie ustalonym:

ou,
— =0. (7.38)
onls,

U (XY, Z)‘SO = uio(é:aé,)’
Warunki na powierzchni sciany
Przy powierzchni $ciany pole przeplywu plynu spelia nastgpujace warunki (por.
Ferziger, Peri¢ [2002]):

uX‘y:Ozo’ uy y=0=0’

ou ou 7.39
aux =0, Y :0, = Tyy=2ﬂ7y =0, ( )
X |, Y |, Y o

gdzie x jest wspotrzedna styczna a y — prostopadia do powierzchni $ciany (rys. 7.3), Uy, Uy sa
odpowiednimi sktadowymi wektora predkosci. W modelach turbulencji (np. k-¢) sktadowe
tensora naprezen wystepuja bezposrednio w réwnaniach transportu (por. réwn. 7.15, 7.21,
7.22), warunek 7y, = 0 moze by¢ wigc uzyty bezposrednio. Warunki tego typu nazywane sa w
literaturze angielskojgzycznej warunkami no-slip.
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Uy Uy

" b)
Rys. 7.3. Sktadowe wektora predkosci w poblizu $ciany () i w plaszczyznie symetrii (b)

Warunki na plaszczyinie symetrii
Jezeli przepltyw charakteryzuje si¢ symetria wzgledem ptaszczyzny y = O, to warunki
brzegowe na tej ptaszczyznie sa nastgpujace (rys. 7.3):

ou,
y‘y:O =0, oy

o M
y=0 oy

u

#0. (7.40)

y=0

Zadane pole cisnienia

Jezeli na powierzchni zadane zostanie pole ci$nienia to nalezy z niego wyznaczy¢
odpowiednie sktadowe wektora predkosci tak aby doprowadzi¢ problem do zadanego pola
predkoscei.

Dobdér odpowiednich warunkéw  poczatkowych dla  probleméw  przeptywu
nieustalonego, gdzie w przypadku turbulencji moga wystepowaé periodyczne warunki w
pewnych obszarach nie jest prostym zadaniem. W ksiazce Ferzigera i Perica mozna znalez¢
poglad, ze dobdr odpowiednich warunkéw brzegowo-poczatkowych dla rownan N-S w
przypadku przeptywu nieustalonego to nadal sprawa sztuki a nie nauki i wymaga, w
przypadku skomplikowanych zadan, duzego doswiadczenia

7.5.1 Metoda sztucznej scisliwosci

Autorem metody sztucznej $cisliwosci — ACM (Artificial Compressibility Method) jest
Chorin [1967], ktéry zaproponowal aby rownanie wyrazajace niescisliwos¢ ptynu (7.36),
zmodyfikowa¢ do postaci przypominajacej rownanie ciaglosci (7.2):

aif_ + ui,i = 0 y (741)

gdzie p = p/Bjest sztuczna gestodcia plynu uzalezniona teraz od ci$nienia, f oznacza
sztuczny czas, [ jest parametrem sztucznej S$ciSliwosci, przyjmowanym z przedziatu:
0,1< B <10 (por. Chung [2002]).

Problem ruchu ptynu opisuje teraz uktad czterech rownan (7.34) i (7.41). W kazdym
punkcie przestrzeni, w chwili t musimy okresli¢ cztery niewiadome: U;, Uy, Uz oOraz
ci$nienie p. Problem catkowania tych réwnan rozwigzuje si¢ zwykle metoda Cranka-
Nicolsona (por. rozdziat 8, p. 8.1.5) lub metody wielopunktowe (por. p. 8.17). Zadanie jest
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numerycznie dobrze uwarunkowane, tzn. ukfad réwnan liniowych otrzymanych w wyniku
przestrzennej dyskretyzacji daje rozwiazanie obarczone matym biedem a metody iteracyjne
zastosowane do rozwiazania tego uktadu réwnan liniowych daja wynik szybko zbiezny do
rozwiazania dokladnego.

7.5.1.1 Przyklad rozwigzania zadania przeplywu metoda ACM

Oznaczymy, w celu uniknigcia dwuznaczno$ci, skladowe wektora predkosci
tradycyjnymi symbolami: u; = u, U2 = v, Uz = w. Indeksy dolne oznaczaé teraz beda numer
wezla siatki dyskretyzacyjnej (por. rozdz. 8, p. 8.2). Zbierzemy tez wszystkie niewiadome
okreslone w punkcie ,,i” siatki w macierz kolumnowa:

uj = hl ui' =[p w v owl, u=lp oy v w742

gdzie indeks gorny T oznacza transpozycj¢ macierzy. Uktad rownan (7.34) i (7.41) przyjmie
teraz posta¢ macierzowa:

ou 1
——+Uy+Uy+U, =—Uy, (7.43)
ot Re
gdzie:
Bu,, Buv,,
u = P, t2uu,, U - uv, +ou,,
x = ! y —
vu, +uv,, D, +2vv,,
wu,,+uw,, wuv, fvw,,
" Bw Z 0 (7.44)
'z
uw,,+wu, u
ux _ z z , UV =V2
vw, W, v
| p,,F2ww,, | w

W réwnaniach tych pominigto indeksy dolne oznaczajace numer wezla siatki oraz
przecinkiem oznaczono roézniczkowania wzgledem wspotrzednych X, y, z

Aby pokaza¢ rozwiazanie tego ukladu réwnan metoda objgtosci skonczonych (por.
rozdz. 8) ograniczymy si¢ do zadania w obszarze plaskim co zmniejszy nieco rozmiary
zadania. Uklad réwnan (7.43) przyjmuje wtedy postac:

ap

E + ﬁ(u,x+v,y)= 0 y

ou 1

at+uu,x+vu,y+p,xzR(_:‘(u,xx+u,yy), (7.45)

ov 1 ( )
E+uv,x+vv,y+p,y—@ Ui tUsyy -
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Zamieniajac pochodne wzgledem czasu na przyrosty skonczone i catkujac kazde z tych
réwnan w obszarze kontrolnym €2 (por. p. 8.2.1) otrzymamy:

.Apdgz_At IBJ.(u,X+v,y)dQ :
O Q
[ Audo =4 L ( Jar - ( a2
udes=di pg J thxMx +thy Ny JAL= JlULxFUUy+Dix » (7.46)
LT

Q Q

[ Avdo = 2, F\:)LI(v,xnx+v,yny)df—I(uv,x+vv,y+p,y)dﬂ ,
2 R o

gdzie I" oznacza brzeg obszaru €2, a n i ny sa skladowymi wektora normalnego do tego
brzegu. Wyrazy zawierajace catki po obwodzie obszaru kontrolnego otrzymane zostaly dzigki
zastosowaniu twierdzenia Gaussa-Ostrogradskiego (por. rown. 8.49 w rozdz. 8). Przyrosty

czasowe Ap, Au, Av wyrazi¢ mozna nastgpujaco:

n+l n

Ap=p™*-p", Au=u""-u", Av=0""-0", (7.47)

gdzie indeks gorny oznacza numer kroku czasowego.

Oznaczajac wyrazenia w nawiasach kwadratowych po prawych stronach rownan (7.46),
obliczone w chwili t" = n 4, , odpowiednio przez R,", R.", R, zapiszemy schemat
catkowania rownan N-S ze sztuczna $cisliwos$cia nastgpujaco:

p"ldo = J.p”d_Q -4 R,",
Q Q
..u””d_Q: ju”dgmt R, (7.48)
Q Q
1,240 = J.v” dQ+4A R,
Q Q

co odpowiada schematowi FT (Forward Time — por. rown. 8.36 w rozdz. 8). Poniewaz ten
schemat calkowania wymaga bardzo matych krokéw czasowych, bardzo latwo mozna go
usprawni¢ dzielac calkowanie na dwa etapy (co odpowiada metodzie Rungero-Kutty 2-go
rzedu — por. rown. 8.45):

= egapl
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.pn+% dQ = J.pn dQ—%At an ,
Q
[ n+l _ n 1 n
] u do = J.u dQ+§At Rl , (749)
Q
(v do = J.v”d_Q +34 R,
Q
= eap?2
p”*ldQ:J'p”dQ—At R, ,
Q
] un+ldQ = J.undg +At Run+5 ) (750)
Q
v 1d0 = J.v”d_(2+At R,
Q

W rownaniach tych, goérny indeks n+1 oznacza wiclkosci obliczone w chwili

t" =(n+1)4. Obliczymy teraz catki w obszarach £ i po obwodach I" wystepujace W
réwnaniach (7.46). Stosujac liniowe aproksymacje funkcji u(x,y), v(xy), p(xy)w dowolnej
chwili t" oraz trojkatna siatke dyskretyzacyjna (por. p. 8.2.3.1), otrzymamy catke po czeéci
obszaru kontrolnego €2, przylegajacego do wezta ,, | trojkata:

3 3

Ide = z jpi N; (%, y)de2 =10ASZ(7pi +155ijpj),
Q, —1_Q i=1
fp,de ij.ax. de =" Zp. i

_1913 . (7.51)
juu,XdQ qu,aXIZu,N (X,y)dQ2 =
0, Q, i=1 i=

3

1084 Z U; Z (7ui +156;; pu; )

gdzie a, sa wspotczynnikami liniowych funkcji aproksymujacych Ni(X,y) w obszarze trojkata
(por. réwn. 8.87). Pozostate catki obliczy¢ mozna w analogiczny sposob a catki czionu
konwekcyjnego: J(u ny +u,yny)dF sa identyczne jak obliczone w rozdz. 8 (p. 8.2.3.1)

r
przy rozwiazywaniu rOwnania Poissona.

7.5.2 Metoda korekcji cisnienia - SIMPLE

Metoda korekcji cisnienia znana jest pod nazwa SIMPLE (Semi-Implicit Method for
Pressure-Linked Equations), jej autorami sa Patankar i Spalding [1972] (por. Chung [2002],
Ferziger 1 Peri¢ [2002]). Problemy polegajace na powstawaniu oscylacyjnych rozwiazan w
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Czasie iteracyjnego procesu rozwiazywania rOwnan otrzymanych metoda roznic lub objgtosci
skonczonych, sa omijane przez poszukiwanie rozwiazania w weztach réznych siatek (rys.
7.4). Cisnienie korygowane jest przez przyjgcie zalozenia, ze aktualna warto$¢ ci$nienia p
sktada si¢ z warto$ci przewidywanej (obliczonej) p i warto$ci skorygowanej p’

p=p+p, lub p=p+ap, (7.52)

gdzie o jest parametrem relaksacyjnym, przyjmowanym na og6t jako a~ 0,8. Korekcjg
ci$nienia przeprowadza si¢ rozwiazujac rownanie Poissona:

ou ov
v2p =P 0
P Aidx dy} (7.53)

H 3 | 0 O

—@ S ® O ® D @ O q

H1 [ i B O

—@ O l O l & L o q

H1 | O
o cisnienie ‘

O sktadowa U —& @ O q
sktadowa U

H1 0o O

-+ *—9—o—1

Rys. 7.4 Punkty weztowe, w ktorych okreslane sa ci$nienie i sktadowe wektora predkosci,
szarym kolorem zaznaczono obszary kontrolne wokot weztow.

Modyfikacja metody korekcji ci$nienia znana jako SIMPLER (SIMPLE revised)
zaproponowana przez Rainthby i Schneidera (por. Chung [2002]) daje inne réwnanie
potrzebne do skorygowania ci$nienia:

ouov ovou

vz = 2 77777 ’ .
P p{ dx dy dx dy} (7.59)

ktére okresla calkowite ci$nienie, a nie jego czgs¢ korygujaca. Przej$cie pomigdzy weztami
réznych siatek dyskretyzacyjnych wykonuje si¢ przez iterpolacjg liniowa.

7.5.3 Metoda wirowa

Metoda wirowa rozwiazywania rOwnan Naviera-Stokesa dla ptynu niescisliwego polega
na dekompozycji rownania (7.34) do postaci zawierajacej skladowe wektora wirowosci
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zamiast wektora predkosci. To podejscie jest szczegolnie efektywne w przypadku
przeptywow plaskich, gdzie wektor wirowosci ma tylko jedna niezerowa skladowa. Wektor
wirowosci zdefiniowany jest nastepujaco:

o=Vxu,
ow Ov
Oy =—"—"—"—",
oy oz
ou ow (7.55)
Oy =—————,
0z OX
ov oJu
a)z=7_7= ,
oxX oy

Réwnanie Naviera-Stokesa przyjmuje po uwzglednieniu (7.55) postaé nastgpujaca:
1
ot @il T Re®ii (7.56)

Roéwnanie ciaglosci (7.36) bedzie automatycznie spelnione gdy przyjmiemy, ze
sktadowe wektora predkosci sa pochodnymi funkeji strumienia:

Oy oy
U=——, v=—>—.
oy ax (7.57)

Po podstawieniu do (7.55) otrzymujemy réwnanie Poissona, z ktorego mozna wyznaczyé
funkcjg strumienia:

Vi =-a , (7.58)

a stad cisnienie:

(7.59)

Réwnania (7.56)..(7.59) daja fatwy do catkowania metodami numerycznymi uktad rownan z
ktérego mozna wyznaczy¢ wszystkie skladowe wektora predkosci i warto$¢ cisnienia. W
przypadku gdy rozwiazujemy problem ustalony, ci$nienie moze by¢ obliczone dopiero na
koncu, co znacznie przyspiesza proces rozwiazania. Uklad rownan (7.56).. (7.59) jest tez
punktem wyjscia do rozwiazania zagadnienia przeptywu turbulentnego metoda wirow
dyskretnych (DVM), ktéra bedzie oméwiona w nastgpnym punkcie.
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7.6 Metody bezsiatkowe — DVM

Alternatywa dla dotychczas stosowanych metod wymagajacych stosowania siatki
dyskretyzujacej obszar rozwiazania, jest DVM (Discrete Vortex Method) — metoda wirow
dyskretnych. Jest to metoda bezsiatkowa, bazujaca na lagranzowskim modelu §ledzenia
czastek. Wérod omowionych metod, ta najbardziej zashuguje na nazwe DNS — bezposrednia
symulacja cyfrowa, gdyz rozwiazuje roéwnania N-S w postaci wirowe] metodami
bezposredniej symulacji zjawisk fizycznych a nie przez zastosowanie numerycznych metod
siatkowych jak to czynity metody poprzednie.

W ciagu ostatnich dwoch dekad metody lagranzowskie ($ledzenie ruchu czastek)
rozwijane byly gldéwnie w zagadnieniach mechaniki ptynéw (przeptywy turbulentne), fizyki
plazmy, dynamiki czastek, przenikanie cieczy w os$rodkach porowatych.

Tworca DVM jest Alexandre Chorin [1973], ktory opisat sposob rozwiazania problemu
burzliwego przeptywu dwuwymiarowego. Rozwdj metody w zastosowaniu do probleméw
trojwymiarowych wiaze si¢ gtdéwnie z pracami Leonarda [1980] i jego grupy badaczy z
Caltechu. Dla popularyzacji metod wirowych w Europie wielkie znaczenie miaty prace
G. Coetai P. Koumoutsakosa [2000].

Ze wzgledu na adaptacyjne wlasno$ci tej metody nie sa konieczne dodatkowe roéwnania
opisujace uproszczone modele turbulencji. Innymi zaletami tej metody jest jej stabilno$¢
numeryczna i brak ograniczen zwiazanych z geometria zadania. Mniejsza tez jest liczba
niewiadomych (parametrow s$ledzonych czastek lub wirow) w stosunku do metod RANS lub
LES. Wada metody jest czasochlonno$¢ algorytmu odtwarzajacego ciagte pole predkosci na
podstawie wirow dyskretnych. Ztozono$¢ obliczeniowa tego problemu (znanego pod nazwa
problemu N-cial) jest rzedu N° — w wersji klasycznej lub N log(N) — w wersji wielopolowej
zaproponowane] przez Greengarda i Rokhlina [1987]. Nanowsze algorytmy wielopolowe
umozliwiaja wyznaczanie pola predkosci z kosztem proporcjonalnym do N.

W ptynach lepkich, gdzie rownanie Naviera-Stokesa zawiera czlon dyfuzyjny, nalezy
skorygowa¢ elementy wirowe tak aby uwzgledniona zostata dyssypacja energii wirow
wynikajaca z lepkosci ptynu. Rownanie dyfuzji rozwiazywane jest dla kazdego elementu
wirowego metodami probabilistycznymi (symulacja ruchow Browna) lub deterministycz-
nymi. Tworca tych metod symulacji dyfuzji jest rowniez A. Chorin [1972], ktory
zaproponowat losowe zaburzenia kolejnych krokow (potozen) wirow. Symulacja ruchow
Browna jest bardzo wygodna ze wzgledu na swe wlasnosci samoadaptacji lecz dosy¢
czasochtonna, dlatego tez czgSto rozwiazuje si¢ problem dyfuzji metodami
deterministycznymi (por. Cottet, Koumoutsakos [2000]).

Rozwdj zastosowan metod wirow dyskretnych w inzynierii wiatrowej datuje si¢ od
1985r., kiedy Summers, Hanson i Wilson (Summers i in. [1985]) opublikowali prace
dotyczaca symulacji przeptywu wiatru ponad budynkiem z zastosowaniem metody Chorina
W latach 90-tych nastapil wyrazny wzrost zastosowan metod wirowych w problemach
inzynierii wiatrowej. Mozna wymieni¢ prace G. Turkiyyaha i in. [1995], [1997] w USA, A.
Larsena i J. H. Waltera [1996] w Danii, Taylora i Vezza oraz G. Morgenthala [2002] w
Wielkigj Brytanii.

7.6.1 Podstawowe réwnania

Podstawowymi rownaniami metody wirow dyskretnych sa rownanie Naviera-Stokesa w
postaci wirowej (7.56) oraz rownanie funkcji strumienia (7.58). Rozwiazanie roéwnania
funkcji pradu moze by¢ wyrazone dzigki catce Biota-Savartaw postaci:
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, (7.60)

w(r)= —Iw(rO)G(r,rO)dro, G(r,r,)= 2ilnr -1,

gdzie G(r,ro) jest funkcja Greena — rozwiazaniem rownania (7.58) przy obecnosci
punktowego wiru o jednostkowej cyrkulacjii : o(r)=5(r), r wektorem wskazujacym
potozenie wiru, &r) delta Diraca. Pole wirdbw o(r) modelowane jest jako suma pojedynczych
wiréw:

w<r>::zlwi<r>:gns<r—n>, (7.61)

gdzie ax(r) jest polem wiru w i-tym punkcie, I; - cyrkulacja tego wiru, N - liczba wiréw.
Po scatkowaniu (7.60) i zsumowaniu wiréw (7.61) otrzymamy:

y/(r):—ﬁl“ziﬂlnr - (7.62)

Obliczajac sktadowe wektora predkosci na podstawie rownania (7.57) otrzymamy:
N
u=uoo—ZK0(r—ri)Fi. (7.63)
i=1

gdzie u, oznacza predkos$¢ niezaburzonego przeptywu, jadro Ko w przypadku przeptywu
plaskiego opisane jest rOwnaniem:

€, xrIy €,x€; € ,Xg; f( )
- 0i /»

K —I. )= =
olr =11) 21 (ry, ¥ 2z, 2n

(7.64)

gdzie rg 0znacza modut wektora rgi=r - ri  roi= | roi|, a ey jest wektorem jednostkowym o
kierunku i zwrocie wektorar g , tzn. roi = roi€pi

Poniewaz jadro Ko wykazuje osobliwo$¢ w punktach r = r; , to zastgpowane jest tzw.
Jjadrem zmigkczonym (mollified kernel) pozbawionym tej osobliwosci. Najczgséciej uzywanymi
jadrami sa jadra zaproponowane przez Rankine’a:

e, xe, i, Qgdyry<o
K, (rOi) = 227r : fc (rOi ) ) fc (rOi ) = i’ gdy ly >0 (7.65)
Foi
lub Gaussa:
- 1
K, (re) = e22>;e0| f, (rOi ) 6 (rOi ) = r [1_ exp(— rOiZ/GZ)]’ (7.66)

0
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ktore roznia si¢ postacia funkcji f, (rys.7.5). Inne, wyzszego rzedu funkcje jadra rozwazane
byty m. in. przez Chorina [1973]. W réwnaniach (7.65) i (7.66) o oznacza umowna granicg

wiru, ktéra moze by¢ przyjeta na podstawie relacji: o =d ™, gdzie 0<m<1, ad jest ,,typowq”
odlegto$cia migdzy wirami (por. Roberts [185]).

25 \
\
f(l’) 1 \
2 ‘\ ————— Jadro doktadne
\ 457 Jadro Rankine'a
\\ 4@7 Jadro Gaussa
1.5 \
\
1 \
\
1 —
0.5 4
0 & I I I I ‘ \
0 1 2 3 4 5
Irl/c

Rys. 7.5 Wykresy funkcji jadra

Rozwiazanie roéwnania ,transportu wirow” (7.56) roztozone jest na dwie czgsci: czg$¢
napltywowa (adwekcyjna) i dyfuzyjna. Sposoby rozwigzania tych rdwnan oméwione zostang
w nastgpnych punktach.

7.6.2 Rozwigzanie rownania adwekcji

Czesé¢ adwekcyjna pola a(r) jest rozwiazaniem rownania:

Dw
“Zt+w u=—=0,
ot J Dt

(7.67)

wiréw:

ktore oznacza znikanie pochodnej materialnej pola wirowosci o(r). Rownanie to rozwiazuje
si¢ zwykle metoda przyrostowa (Eulera) we wspotrzednych Lagrange’a dla pojedynczych

dx dy,
U, (X 1 Yi = 7; u i1 Yi = . .
Loy)=" J6y)="4 (7.69)
Biorac tylko przyrosty pierwszego rz¢du otrzymamy:
X =X+ w00 A i = v U, (YA (7.69)

7.6.3 Rozwigzanie réwnania dyfuzji

Rozwiazaniem czgsci dyfuzyjnej rownania (7.56):
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Jo 1

o Re™ (7.70)
jest funkcja:
o) =2 0n 5. 1),
- L (7.71)
‘M%OZMﬂ%Q%mﬁm}

wyrazona we wspotrzednych biegunowych dla przypadku gdy $rodek i-tego wiru znajduje sig
w poczatku uktadu wspotrzednych.

Pole wirowe sktadajace si¢ z N wirdw dyskretnych (7.71) po kroku czasowym A moze
by¢ aproksymowane przez losowe pola wird6w o rozkladzie Gaussa o zerowej wartosci
$redniej i wariancji 2A¢ /Re (por. Chorin [1972], Turkiyyah i in. [1995]) . Wspotrzedne
biegunowe i-tego wiru (rgi, i) moga byé przyjete nastepujaco:

4t
lyi = E)In

1

R"%th’ (7.72)

gdzie P; oraz Q; sa liczbami losowymi z przedziatu (0 + 1).
Wspotrzedne kartezjanskie wiru mozna zatem obliczy¢ ze wzoru:

X = Xfhay +161 08901, Y= Vikay + T SN g (7.73)

Rozwiazanie takie, symulujace ruchy Browna czastek, zaproponowat Chorin [1973]. Zmierza
ono do rozwiazania dokladnego wraz ze wzrostem N, blad jest proporcjonalny jest do

1/(Re~/N). Stosowane tez sa inne, deterministyczne rozwiazania Np. zaproponowane przez

Cotteta, Mass-Galic’a (por. Cottet, Koumoutsakos [2000]) polegajace na zmianie sily
(Particle Strength Exchange — PSE) - lub rozmiaréw wiréw.

7.6.4 Uwzglednienie warunkéw brzegowych

Warunki brzegowe w warstwie przysciennej optywanego ciata nieruchomego sformutowac
mozna nastgpujaco (Cottet, Koumoutsakos [2000]):

u-n=0 = w =0napowierzchni S (7.74)

us=0>=> a4 =0 napowierzchni S (7.75)
on
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gdzie S jest powierzchnia bryly n wektorem normalnym a s wektorem stycznym do
powierzchni. Gdy przyjaé, ze kierunek osi y pokrywa si¢ z kierunkiem normalnej a osi X Z
kierunkiem stycznej to warunki (7.71) i (7.72) staja si¢ identyczne z opisanymi we wstepie p.
7.5 warunkami typu no-dip (7.39).

Nastepna wielkoscia, ktora nalezy okresli¢ na brzegu obszaru jest produkcja wiréw. Ten
problem rozwiazywany byt przez wielu autorow: Chorina [1978], Lighthilla [1963], Levisa
[1991], Cotteta i Koumoutsakosa (por. Cottet, Koumoutsakos [2000]). Przedstawimy tu,
historycznie pierwszy, algorytm uwalniania wir6w na optywanej powierzchni zaproponowany
przez Lighthilla i pdZniej udoskonalany przez Chorina.

Rozwiazanie w chwili t " réwnania Poissona dla funkcji strumienia (7.58) z warunkami
(7.71) na brzegu mozna przedstawi¢ W postaci sumy:

V= Yoty t Yo, (7.76)

gdzie w, — jest rozwiazaniem jednorodnego roOwnania Poissona, reprezentujacym wplyw
pola predkosci w duzych odleglosciach od analizowanej powierzchni, v, jest rozwiazaniem
réwnania (7.58) przedstawionym w postaci (7.60):

y/w(r,t)=Iw(r',t)G(r,r')dr', G(r,r')=;[Inr —r]

, (7.77)

reprezentujacym wplyw wirowosci a(r) na pole predkosci u(r), w, jest wptywem zaburzen
brzegowych na pole predkosci przedstawionym w postaci analogicznej do (7.77):

y/y(r,t):.[;/(r',t)G(r,r')dr'. (7.78)

Jak wida¢ (por. rown. 7.63) funkcje v, i w,, sa tak dobrane, ze pole u(r) znika gdy |r|[—oo.
Obliczenie wirowosci warstwy przysciennej y ('), umozliwia rOwnanie:

y(r)+ 2j‘3G((;n_r')y(r)dr'=—2[a(;’;w + a{;’;w] (7.79)

gdzie n jest wektorem normalnym do brzegu. Zmiana wirowosci wywolana kontaktem no-dip
ze $ciana jest zatem rowna dw =—y (S) ds, gdzie ds oznacza dtugos¢ odcinka $ciany na ktorym
ta zmiang oObliczamy. Przekladajac te wyniki na algorytm catkowania numerycznego
réwnania (7.67), otrzymamy réwnanie opisujace cyrkulacje wiru, ktory nalezy uwolni¢ w
kazdym kroku czasowym na odcinku ds:

r=y(s)ds. (7.80)

Aby speli¢ warunki no-dip, nalezy wymusi¢ styczna do brzegu predkos¢ tego wiru w
kolejnym kroku czasowym.
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7.6.5 Obliczenie cisnienia

Cisnienie p(r) otrzymuje Si¢ rozwiazujac rownanie Poissona (por. p. Blad! Nie mozna
odnalez¢ zrédla odwolania., Blad! Nie mozna odnalez¢ zr6dla odwolania.) w postaci:

G
V2p=—av-u—v-(V-u)u, (7.81)

lub w postaci (7.59). Rownanie to rozwiazuje si¢ jednokrotnie po zakonczeniu obliczen jezeli
nie musimy wyznacza¢ ci$nienia w kazdym kroku czasowym, lub wielokrotnie, po
zakonczeniu kazdego kroku wyznaczania pola predkosci, dla przeptywow gdzie pole cisnienia
ma wplyw na ruch optywanych bryt.
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