8 Metody numeryczne w zagadnieniach przepltywow

8.1 Metoda réznic skonczonych

Metoda réznic skonczonych (MRS) jest jedna z najprostszych metod numerycznego
rozwigzywania zagadnien opisanych przez uklady rownan rézniczkowych. Idea tej metody
polega na zastgpieniu pochodnych wystepujacych w tych réwnaniach przez odpowiednie
ilorazy roznicowe. Pewne trudno$ci w zastosowaniu tej metody wiaza si¢ z warunkami
brzegowymi oraz z nieregularnym ksztaltem brzegu.

Rys. 8.1 Siatka punktow weztowych oraz warunki brzegowe

Na obszar, w ktérym spetnione ma by¢ rozwiazywane réwnanie, naktadamy (najlepie;j
regularng) siatkg¢ punktow weztowych (rys. 8.1). Wartosci poszukiwanej funkcji w weztach
siatki bgda stanowily zbior niewiadomych. Nalezy teraz wyznaczy¢ odpowiednie do rzedu
rOwnania ilorazy roznicowe, ktore pozwola przeksztalci¢ rownanie rdzniczkowe na uktad
réwnan algebraicznych. Prostym sposobem na otrzymanie tych ilorazow jest zastosowanie
rozwinigcia poszukiwanej funkcji w szereg Taylora wokoét punktow weztowych.

8.1.1 Funkcjajednej zmiennej

Rozwinigcie w szereg Taylora poszukiwanej funkcji u(X) wokot punktu o wspotrzednej
X (rys. 8.2.), mozna zapisa¢ w postaci:
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Przeksztalcajac rownania (8.1) 1 (8.2) otrzymamy:

dul _ Uy - +0(4,) - iloraz r6znicowy ,,w prz6d” (8.3)
dx|; Ay
dul _ 4 —Uig +0(4,) - iloraz roznicowy ,,wstecz” (8.4)
dx; Ay

a obliczajac warto$¢ $rednia z (8.3) 1 (8.4) lub odejmujac (8.2) od (8.1):

du

r L E ] + O(AXZ) - ,centralny” iloraz réznicowy, (8.5)
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24,

ktOry charakteryzuje si¢ mniejszym bigdem. W réwnaniach tych A oznacza odleglos¢ migdzy
weztami siatki w kierunku X, a O(Ay) oznacza resztg rzedu Ay, O(sz) oznacza reszt¢ rzedu

AXZl %

q oznacza warto$¢ pochodnej obliczona w punkcie o wspotrzednej X;
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Rys 8.2 Aproksymacja funkcji u(x) wielomianem Il stopnia

Wynik ten mozna tez otrzyma¢ aproksymujac poszukiwana funkcje w przedziale 2Ax
wielomianem 2-go stopnia: u(x) = a; X* + a1 X + a (rys. 8.2). Stale a nalezy wyznaczy¢ z
warunkow: u(0) = ui, U(-Ax) = Uiz, U(Ax) = Ui+1, CO prowadzi do rownania:

2
X X
u(x) = (U1 — 2y +Ui—1)72 + Uiz — U)o+ U, (8.6)

AP 24,

ktore po zrozniczkowaniu wzgledem X i1 obliczeniu pochodnej w punkcie ,,i”, (x=0) daje

»centralny” iloraz réznicowy (8.5).
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Rys. 8.3 Schematy roznicowe: du/dx (8) oraz duw/dy (b)

Jak tatwo obliczy¢, biorac 5 poczatkowych wyrazow w szeregu Taylora (az do czionu
zawierajacego X*), druga pochodna moze by¢ wyrazona wzorem roznicowym:

dzu‘ Uq—2U; +Ui_g 2
= +0(4.7) . 8.7
dx? ‘i AX2 X &7

Biorac w rozwinigciu Taylora wyrazy az do rzedu x° wilacznie i wykonujac uérednienie,
podobnie jak to zrobiliSmy w rdwnaniu (8.6), otrzymujemy wyrazenia na roznice centralne:
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Rys. 8.4 Schematy roznicowe: d?u/dx? (a) i d’u/dy?” (b)

8.1.2 Przypadek funkcji dwu zmiennych

Analogicznie do réznic w przypadku jednowymiarowym, oznaczajac symbolem i
kolejnos¢ przyrostow Ax w Kierunku osi x, oraz | kolejnos¢ przyrostow Ay w Kierunku osi y,
zapiszemy odpowiednie rdznice skonczone:

ou Uiig,j — Ui, j 2
ke I L B Y B o 1V
X, 24, (4°) (8.11)
ou Ui e~ U 1 2
— =——_—"—+0(4,7), (8.12)
ayi,j 2Ay
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=T L1049,
vl A2 (A) (8.13)
i

o%u U a1 — 24 j + Ui 1 2

5| =— S +0(4,%). (8.14)
oy i Ay

Pochodne mieszane zastapi¢ mozna rdéznicami obliczonymi przez zlozenie formut (8.11)
oraz (8.12) co dge:

o%u ‘ e 0 e e e e e B B Bl o W
oxoy| ,- 474,

+0(4¢5,4,%) (8.15)

llorazy roznicowe wygodnie tez mozna przedstawi¢ przy pomocy schematow
graficznych. Schematy odpowiadajace rownaniom (8.11)...(8.15) przedstawione zostaly na
rysunkach: 8.3, 8.4, 8.5.
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Rys. 8.5 Schematy roznicowe 6°Woxdy (8) oraz V2u przy Ax=Ay= A,y (b)

Zastosowanie szeregow Taylora do wyznaczania ilorazéw rdéznicowych wyzszych
rzedow omowione jest szczegblowo w obszernej monografii T. J. Chunga [2002].
Zastosowanie siatek nieregularnych omawia J. Orkisz w trzeciej czgsci monografii (Kleiber i
in. [1995]). Operatory roznicowe wyzszych rzedow, stosowane przy rozwiazywaniu rownan
teorii ptyt i metody uwzglednienia warunkéw brzegowych podane sa obszernie w monografii
Z. Kaczkowskiego [1980].

8.1.3 Uwzglednianie warunkéw brzegowych

Rownania rzgdu pierwszego, gdzie jedynymi warunkami brzegowymi sa wartosci
poszukiwane] funkcji w brzegowych weztach siatki (warunki Dirichleta), nie nastrgczaja
zadnych klopotéw przy zestawianiu ukladu rownan MRS. Jezeli ograniczy¢ rozwazania do
roéwnan roézniczkowych rzedu pierwszego 1 drugiego, to jak wida¢ na rysunkach: 8.3, 8.4, 8.5,
operatory réznicowe zawieraja tylko wartosci funkcji w wezlach bezposrednio sasiadujacych
z weztem, dla ktorego zapisujemy operator. Poniewaz wartosci funkcji w punktach
brzegowych sa w warunkach Dirichleta zadane, to nie musimy dla tych punktow zapisywac
roOwnan roznicowych, pozostaja tylko punkty wewngtrzne obszaru (rys. 8.6). Zatem
utworzony uktad roéwnan nie bedzie zawierat Zadnych wartosci funkcji w punktach lezacych
poza obszarem rozwiazania.
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U, W, U, Us, Uy, U,=0
Uy, Uy, Ugg, Uz, Uy, Ug=0

Rys. 8.6 Obszar prostokatny 2ax4a oraz warunki brzegowe Dirichleta



Problemy powstaja w przypadku réwnan wyzszych rzedéw gdzie operatory réznicowe
zawieraja warto$ci funkcji nie tylko w weztach sasiednich ale tez odlegtych o 24y i dalgj od
wezta Srodkowego (por. Kaczkowski [1980]). Inngj natury, lecz podobne w skutkach
problemy powstaja gdy w wezlach brzegowych okreslone sa pochodne funkcji (warunki
Neumanna). Iloraz réznicowy pierwszego rzedu (rownanie 8.5) zapisany dla punktu
brzegowego, wprowadzi zatem do ukladu réwnan wartos¢ funkcji w wezle lezacym poza
obszarem rozwiazania (rys. 8.7). Wartos$ci te nalezy wyliczy¢ na podstawie pochodnej
zadanej w punkcie brzegowym.
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Rys. 8.7 Warunki brzegowe Neumanna
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W celu ilustracji tego przypadku postuzymy si¢ przykladem réwnania: 212_ =0, ktore
X

opisuje jednowymiarowy, ustalony przeplyw ciepla. Jest zatem szczegdlnym przypadkiem
rownania Fouriera (8.26), opisanego w nastgpnym punkcie. ROwnanie to moze mie¢ warunki
brzegowe Neumanna, gdy na brzegu zadany jest gradient temperatury rysunek 8.7 pokazuje
brzeg obszaru wraz z weztami siatki, gdzie w punkcie ,,1” powinien by¢ spelniony warunek:

a =@, ktéry po uwzglednieniu (8.5), prowadzi do rOwnania:

OX
T2 —To=2agp, (8.16)

gdzie a oznacza odleglo$¢ miedzy weztami siatki MRS, A=a.
Po zapisaniu operatora r6znicowego (8.7) rownania Fouriera:

To—-2T1+T2=0 (8.17)



mozemy dzigki (8.16) wyeliminowac niewiadoma Us z rOwnania (8.17), ktore przybierateraz
postac:

(I-a@) T2-T1=0, (8.18)

zawierajaca tylko niewiadome warto$ci funkcji w punktach nalezacych do obszaru
rozwiazania.

W réwnaniach rézniczkowych wyzszych rzgdow, warunki brzegowe moga zawieraé
takze zadane wartosci pochodnych wyzszego rzedu, co prowadzi do bardziej zlozonych
zwiazkéw umozliwiajacych redukcj¢ niewiadomych w punktach nie nalezacych do
interesujacego nas obszaru, np. w rOwnaniach statyki ptyt, gdzie wystepuja rownania rz¢du 4,
warunek na brzegu swobodnym zawiera pochodne rzgdu 2 oraz 3.

8.1.4 Przyklad zastosowania do rozwigzywania rownan eliptycznych

Przykladem zastosowania metody rdéznic skonczonych do rozwiazania problemow
opisanych eliptycznymi rownaniami rézniczkowymi moze by¢ rownanie Poissona. ROwnanie
to opisuje wiele waznych problemow fizyki, z ktorych najprostszymi sa (por. Babicz i in.
[1970]):

= problem stacjonarnego rozkfadu temperatury w ciele izotropowym (por. Wisniewski
[1979],

= ustalony przeplyw cieczy nie$cisliwej w obszarze zawierajacym zrddia i upusty,

= potencjal pola elektrostatycznego w obszarze zawierajacym tadunki (por. Landau,

Lifszyc [1979)]),

= newtonowski potencjal pola grawitacyjnego w obszarze zawierajacym masy,

= zagadnienie skrgcania pryzmatycznego preta (por. Timoshenko, Goodier [1962]),

= zagadnienie statycznej deformacji membrany poddanej dziataniu cisnienia i

rozciagania.
Rozwiazanie tego waznego rownania kilkoma metodami numerycznymi bgdzie opisane takze
W nastgpnych punktach tego rozdziatu.

e Roé6wnanie Poissona
Rozwiazemy rownanie Poissona:

8% o
y+87y2 =-p(x,Y), (8.19)

z warunkami u(Xx,y)=0 na brzegu obszaru pokazanego na rys. 8.6. Réwnanie to, opisuje np.
odksztalconag, w wyniku dziatania ci$nienia, powierzchni¢ cienkiej blony napigtej sitami
lezacymi w plaszczyznie membrany. Funkcja p(X,y) wyraza stosunek ci$nienia do napigcia.
2 2
Wystepujacy w roéwnaniu (8.19) operator Laplace’a: vau= lej + Zylzj , po
X
zastosowaniu rownan (8.13) 1 (8.14) mozna wyrazi¢ za pomoca formuty:
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+0(45, 45, (8.20)




lub przy zalozeniu siatki kwadratowej (Ay = Ay):

_ ui—l,j +ui+l,j +Ui,j_1+ui’j+l—4ui
2
AX

v L 10(42,4/%) . (8.21)

Schemat graficzny tego réwnania przedstawiony jest narys. 8.5.
Przyjmujac siatk¢ kwadratowa o boku &, nalozona na obszar pokazany na rys. 8.6,

rozwiazemy rownania Poissona Vzu:—po, gdzie po=const., z warunkami u(x,y) = 0 na
brzegu. Po zastosowaniu operatora (8.21) otrzymamy uktad rownan:

wezel Nr 5: Uz + Uy + Ug + Ug — 4Us = —a° Py, (8.22)
wezel Nr 8:  Us + Uy + Ug + Upg — 4Ug = — a2 Py, (8.23)
WQZ61 Nr1l: ug+uUp+Up+upyg—4u=—a 2 Po. (824)

Po uwzglednieniu warunkow brzegowych : Uy =0, Us =0, Us = 0, Uz = 0, Ug = 0, Uyo= 0, U12= 0,
U14= 0, uklad redukuje si¢ do trzech rdwnan liniowych:

4 -1 07 [us 1
-1 4 -1|-|ug|=a’po|1], (8.25)
0 -1 4| |uy 1

ktorych rozwiazaniem jest : Us = Uiy = 0,35714 @ po, Ug = 0,42857 a° po. Dokladnym
rozwiazaniem tego zadania jest funkcja (por. Timoshenko, Goodier [1962]):

kel
2

42%p, < (-1
u(x,y) = x3p0 Z ( )3
T k=135 K

{1_ ch(kz¢)

Ly X Yy
Ch(kml)}cos(kﬂf), gdzie A = , E=—, {=—",

2L, L,

Lx jest dlugoscia a Ly szerokoscia obszaru (rys. 8.6).
Przyjmujac L,=4a, Ly=2a, x=0, y=0 otrzymamy A=0,25 oraz formul¢ umozliwiajaca
obliczenie wartos$ci funkcji w punkcie srodkowym:

k-1

0

32 (-1 2
ug =u(0,0) = 2a2p0 1-— Z A
a5k ch(kn2)
ktéra po zsumowaniu dwudziestu pierwszych wyrazéw szeregu daje ug = 0,45549 a* po. Blad
sumy dwudziestu wyrazow jest mniejszy niz 1,73327-10™%, wynik ten mozna wigc uznaé za
dokladny. Btad rozwiazania (8.25) jest wigc rowny -5,91%, co przy tak rzadkiej siatce
dyskretyzacyjnej jest wielkoscia bardzo mala.



8.1.5 Przykiad zastosowania do rozwigzywania rownan parabolicznych

Przyktadem rdzniczkowego roéwnania parabolicznego jest réwnanie Fouriera lub
réwnanie dyfuzji. Na przykladzie tych rownan pokazemy najcze$ciej stosowane metody ich
rozwigzywania za pomoca MRS.

e Roéwnanie Fouriera - nieustalony przeplyw ciepta

Rozpatrzymy teraz rézne metody rozwigzywania zagadnien nieustalonych na prostym
przyktadzie jednowymiarowego ciala o statym wspotczynniku przewodnictwa cieplnego, bez
wewngtrznych zrodet (por. Wisniewski [1979]).

2
a_,oT (8.26)
ot ox?
gdzie T(xt) jest temperatura ciala, t — Oznacza czas, X — wspolrzedna przestrzenna a

wspotczynnik o zalezy od stalych materialowych.
Analogiczne rownanie rozniczkowe opisuje jednowymiarowy problem dyfuzji.

Metody FTCS i Bindera-Schmidta

Zamieniajac pochodna wzgledem czasu na iloraz réznicowy obliczony zgodnie z
réwnaniem (8.3) a pochodna przestrzenna zastgpujac ,.centralnym” ilorazem obliczonym
zgodnie z (8.13) otrzymamy w ,,i-tym” wezle siatki :

1
T T2+ T ,

8.27
4 P (8.27)

a po przeksztalceniu:
T =T (- 2R+ T, (828)

gdzie A; oznacza przyrost czasu, Ax przyrost wspotrzednej X, wspotczynnik S =a AMAE
nazywany jest liczba Fouriera (Fo) - w rOwnaniach opisujacych przeptyw ciepta, lub liczba
dyfuzji - w rownaniach opisujacych problem dyfuzji. Indeksy gorne oznaczaja numer kroku
czasowego a indeksy dolne numer wezla siatki przestrzenne;.

Otrzymany sposob catkowania rownania przewodnictwa cieplnego (lub dyfuzji)
nazywany jest metoda jawna (w literaturze angielskoj¢zycznej - explicit scheme), gdyz
pozwala wyznaczy¢ warto$¢ weztowa poszukiwanej funkcji w nastgpnej chwili na podstawie
wartosci aktualnych.

Metoda ta jest numerycznie stabilna dla 0 < ¢ < 0,5 (por. Chung [2002]). Nazywana
jest metoda FTCS (Forward-Time, Central-Space) ze wzgledu na rodzaj ilorazow
réznicowych uzytych do dyskretyzacji czasowej i przestrzennej. Dla szczegdlnej wartosci
liczby Fouriera 6 = Fo = 0,5 otrzymujemy rownania metody Bindera-Schmidta:

Tin+1=Tin+% T (8.29)



Stabilno$¢ numeryczna oznacza, ze blad generowany w kolejnych iteracjach nie ro$nie,
tzn. ¢™Ye" < 1, gdzie &" jest miara bledu n-tej iteracji. Blad iteracji jest funkcja kroku
czasowego A; i rozmiaru siatki dyskretyzacyjnej Ay .

Metoda Richardsona
Biorac ,centralny” iloraz réznicowy zamiast pochodnej czasowej otrzymujemy inna
jawna metod¢ rozwiazania rOwnania przewodnictwa cieplnego:

znang jako metoda Richardsona. Metoda ta jest bezwarunkowo niestabilna (por. Chung
[2002]), a wigc zawsze prowadzi do rozbieznych iteracji, nie mozna jej wigc zastosowaé w
analizach numerycznych.
Metoda Duforda-Frankela

Po podstawieniu w réwnaniu (8.30) zamiast T;", usrednionej wartosci: % (T; "oy,

uzyskujemy stabilny algorytm catkowania réwnania (8.26) znany pod nazwa metody
Duforda-Frankela:

A+28)T" = @-28)T"t+ 25(T1, + T, (8.31)

ktorajest bezwarunkowo stabilna numerycznie, tzn. zawsze prowadzi do zbieznych iteracji.

Metoda Laasonena
Biorac w rdwnaniu (8.28) prawa strong w chwili ,,n+1” otrzymamy schemat catkowania
réwnania Fouriera znany pod nazwa metody Laasonena:

T =T S (- 2T T, (832

Metoda ta jest bezwarunkowo stabilna, nalezy ona do tzw. schematéw uwiktanych (implicit),
ktére wymagaja wigkszego naktadu czasu obliczen gdyz macierz uktadu réwnan przestaje by¢
macierza diagonalna, jak to ma miejsce w metodach jawnych (explicit), a staje si¢ macierza
troéjdiagonalna.

Metoda Cranka-Nicolsona
Usredniajac prawe strony rownan (8.28) i (8.32) otrzymamy metodg Cranka-Nicolsona:

bezwarunkowo stabilna numerycznie. Poniewaz réwnanie (8.33) zawiera czg$¢ jawna,
ulatwiajaca iteracyjne rozwiazanie ukladu réwnan, metoda Cranka-Nicolsona jest bardzo
czesto stosowana.
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Uogolniajac ta metodg biorac liniowa kombinacj¢ prawych stron (8.28) i (8.32)
otrzymujemy tzw. metod¢ B, ktora zawiera metody FTCS, Laasonena i Cranka-Nicolsona
jako szczeg6lne przypadki:

TME =T+ 8B - 2T 4+ T + (- )T - 2T + T - (8.34)

i+1

Wartosci wspotczynnika B z przedziatu (0,5 < B < 1) daja bezwarunkowa stabilnos¢
numeryczng metody.

8.1.6 Przyktad zastosowania do rozwigzywania réwnan hiperbolicznych

Sposoby rozwigzywania rownan rdézniczkowych typu hiperbolicznego omoéwimy na
prostym przykfadzie rownania Eulera, ktore nazywane jest tez rOwnaniem transportu lub
naptywu (adwekcji) :

ou, 0 g (8.35)
ot OX
gdzie a > 0, jest stala o wymiarze predkosci.

Metody rozwiazania tego réwnania (analogicznie jak to mialo miejsce w przypadku
rébwnania parabolicznego) rézni¢ si¢ bgda rodzajami ilorazéw roznicowych, ktorymi
zastgpowane beda pochodne czastkowe wystepujace w (8.35). Zastosowanie roéznic ,,w
prz6d”, ktére sa opisane rownaniem (8.3) do obu pochodnych daje schemat catkowania
nazywany FTFS (Forward Time, Forward Space). Ten schemat catkowania rownania Eulera
prowadzi do nastgpujacych zalezno$ci:

u"t=u -yl -u), (8.36)

gdzie y =a A /A, jest liczba Couranta, oznaczang tez symbolem Co lub CFL (Courant,

Friedrichs, Lewy). Schemat ten jest schematem jawnym (explicit), gdyz poza poszukiwang
wartoscia U™ w rownaniu wystepuja tylko wartosci weztowe obliczone w aktualnym kroku
czasowym (n), macierz ukladu rownan jest wigc macierza diagonalna. Metoda jest
bezwarunkowo niestabilna numerycznie.

Zastosowanie ,centralnej” roznicy do aproksymacji pochodnej przestrzennej daje
schemat FTCS (Forward Time, Central Space):

u™ =u =Lyl -uly), (8.37)

ktory jest rowniez bezwarunkowo niestabilny numerycznie.
Roznica ,,wstecz” aproksymujaca pochodna przestrzenna w polaczeniu z rdéznica ,,w
przod” daje schemat FTBS (Forward Time, Backward Space):
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u™t=ul -y -uly), (8.38)

stabilny warunkowo.
Jezeli w schemacie FTCS (8.37) uzyjemy usrednionej przestrzennie wartosci U, to
otrzymamy schemat Laxa:

uMt = 3(Ula+uly) — Sy (Ui —uly), (8.39)

ktory jest stabilny numeryczniedla y<1.

Centralne roznice aproksymujace obie pochodne daja schemat CTCS, znany jako
metoda ,zabiego skoku” (leapfrog). Zrodlem tej nazwy jest zapewne fakt pominigcia
(przeskoczenia) wezta ,,i 7 przestrzenngj siatki MRS:

ut=uM oyl ). (8.40)

Schemat leapfrog jest stabilny numeryczniedla y< 1, oraz ma wicksza dokladnosé O(AZ,AY)
niz poprzednio opisywane schematy, ktdre charakteryzowaty si¢ reszta rzedu pierwszego:
O(4,45). Wada metody leapfrog, jest dodatkowy warunek poczatkowy dla chwili -At, ktory
moze spowodowac bledy lub niejednoznacznos$¢ rozwiazania.

Opisane powyzej metody naleza do grupy schematéw jawnych (explicit), mozna tu
takze podobnie jak w schematach rozwigzywania rdéwnan parabolicznych zastosowac
schematy uwiklane (implicit), ktore daja reszty wyzszych rzgdow niz schematy jawne.

Jezeli prawa stron¢ rownania (8.37) przedstawimy w kroku czasowym n+1 ,
otrzymujemy uwiktana metode FTCS, o reszcie rzedu O(4,4¢%). Zapisujac nieznane wartoéci
weztowe funkcji u w kroku czasowym n+1 po lewej stronie réwnania otrzymamy:

n+1

yult—ouMt —yuttt = —2ul. (8.41)

Podstawiajac zamiast prawej strony rdéwnania (8.37) jej uSrednienie czasowe:

ut: = % (u N+l u™, otrzymujemy metod¢ Cranka-Nicolsona:

yult =™ -y ulit = —yuly - a0 +yuly. (8.42)

Porownanie wynikéw otrzymywanych za pomoca tych schematéw calkowania oraz
informacje o innych metodach (metody typu predictor-corrector lub wielopunktowe) znalez¢
mozna w obszernej monografii ,,Computer Fluid Dynamics”, T. J. Chunga oraz
,,Computational Methods for Fluid Dynamics” , Ferzigerai Perica.
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8.1.7 Przyktad zastosowania metod wielopunktowych

Metody wielopunktowe polegaja na aproksymacji poszukiwanej funkcji wielomianem
zawierajacym przyrosty At wyzszego stopnia. Z tych metod omowimy dwie czgSto
stosowane: metody Adamsa-Bashforhai metody Rungego-Kutty.

Zapiszemy dowolne réwnanie rézniczkowe zawierajace pochodne pierwszego rzedu
wzgledem czasu w nastgpujacy sposob:

ou
. f(t,u). (8.43)

Aproksymujac funkcj¢ u wielomianem drugiego stopnia wzglegdem t i dobierajac tak
wspotczynniki wielomianu aby uzyska¢ zgodnos¢ pochodnych w punktach czasowych t oraz
t-A¢ (rys. 8.8) otrzymamy metode Adamsa-Bashfortha drugiego rzedu:

umt=yn +A2‘[3f(t”,u”)— f(t”‘l,u”‘l)]. (8.44)
u(t)
ol du/ct|"
\‘\E‘ Ul

Rozwigzanie doktadne
Metoda Adamsa-Bashfortha

= (wielomian 2-go stopnia)
tnl tn tn+l
. .
At At

Rys. 8.8 Metoda Adamsa-Bashfortha 2-go rzedu

Metoda Rungego-Kutty drugiego rz¢du postuguje si¢ przewidywana wartoscia funkcji u

w polowie kroku czasowego unt (rys. 8.9) a nastgpnie na jej podstawie wyznacza warto$¢
funkcji w kolejnym kroku czasowym:

Ut oyt A f(t”,u”),
2 (8.45)
un+1=un+4f(tn+%’un+%).
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\ U(t) n+1/2
du// dtl un+l

Uy
Rozwigzanie doktadne
_____ Metoda Rungego-Kutty 2-go rzedu
(wielomian 2-go stopnia)
tn t+ 12 n+l
t

1/ 1At 1/ 2 At
Rys. 8.9 Metoda Rungego-Kutty 2-go rzedu

Metoda drugiego rzedu jest metoda samostartujaca tzn. nie wymaga zadnych dodatkowych
warunkow poczatkowych. Najczesciej stosowana jest metoda czwartego rzedu, ktéra zapisac
mozna nastgpujaco:

£ (", u),
u(1)=u”+A2‘f”, O = ),

u® =u”+A2t 1O @ - y@y (8.46)
u® =u"+ 4@ £O =" ud),

u”+1=u”+A6‘[f”+2f(1)+2f(2)+ £3].

Metody Rungego-Kutty daja doktadno$¢ wigksza niz metody Adamsa-Bashfortha i inne
wielopunktowe metody tego samego rzedu, sa jednak bardziej czasochlonne gdyz wymagaja
m-krotnego (przy m-tym rzgdzie metody), wyliczania wartosci pochodnych na kazdym kroku
Czasowym.

8.2 Metody objetosci skonczonych

Metody objetosci skonczonych lub objetosci kontrolnych (obszaréw kontrolnych)
zostaly zbudowane na zasadzie oslabienia warunkoéw opisanych rozwigzywanym réwnaniem
rézniczkowym. Zamiast spetlnienia warunku w dowolnym punkcie obszaru, zadamy aby
zostat on spelniony w sposob catkowy w matym obszarze kontrolnym. Duza dowolnos¢
ksztaltowania tych obszaréw kontrolnych powoduje tatwos$¢ generowania odpowiednich
rownan wyznaczajacych wartosci weztowe poszukiwanej funkcji. Z tego powodu metody
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objetosci skonczonych wyparlty w wigkszo$ci zastosowan praktycznych zaprezentowana w
poprzednim punkcie metodg rdznic skonczonych.

Rys. 8.10 Obszar kontrolny zbudowany wokot wezla siatki 2D

Ze wzgledu na sposob wybierania obszaru kontrolnego metody objetosci skonczonych
mozna wyrdzni¢ dwa podejscia:
= obszar kontrolny zbudowany jest wokot wezta siatki (rys. 8.10),
= obszar kontrolny rownowazny jest komorce siatki (rys. 8.13).
W pierwszym przypadku niewiadomymi beda wartosci funkcji w weztach siatki a obszar
kontrolny zbudowany jest przez polaczenie krawedziami srodkow komorek o wspolnym
wezle, jak narys. 8.10, lub przez utworzenie innej, podrzednej siatki rozdzielajacej obszary
kontrolne poszczegdlnych weztow. Podejscie drugie powoduje, ze niewiadomymi sa wartosci
funkcji w punktach srodkowych (najczesciej sa to srodki cigzkosci) komorek — rys. 8.13, 8.14.
Wyznaczanie wartosci posrednich, lezacych migdzy weztami siatki odbywa si¢ tu zwykle
metoda interpolacji liniowej lub przez usrednienie sasiednich warto$ci. Mozliwe jest jednak
jawne wprowadzenie dowolngj funkcji interpolacyjnej analogicznie jak ma to miejsce w
Metodzie Elementow Skonczonych (p. 8.3), co nazywane jest zwykle metoda hybrydowa.
Zastosowanie metody pokazane zostanie na przyktadzie rozwigzania rdwnania Poissona
w obszarze 2D. Rozwiazanie innych rodzajow réwnan, w szczegdlnosci opisujacych procesy
nieustalone (zalezne od czasu) odbywa si¢ wedtug schematow analogicznych jak opisane w p.
8.1.5i18.1.6.

8.2.1 Obszar kontrolny zbudowany wokoét wezta siatki

Jako przyktad ilustrujacy zastosowanie metody objetosci skonczonych (kontrolnych)
wybierzemy rozwiazanie dobrze znanego rownania Poissona (8.19), ktdre teraz zapiszemy w
nieco innej postaci:

ou o
PV o + p(x,y)=0. (8.47)

Calkujac to rownanie w obszarze kontrolnym (2, otrzymamy:
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j [u,xx+u,yy+ p(X, y)]d!? =0, (8.48)
Q0

: 2 2 2 2
gdzie 0znaczono U,y =0 u/ax , Uy =0 u/ay .
Stosujac twierdzenie Gaussa-Ostrogradskiego mozna wyrazi¢ catk¢ powierzchniowa

(lub objetosciowa gdy rozwiazujemy zadanie 3D) w obszarze 2 przez calke obliczong na
konturze (lub powierzchni) obszaru:

j(u,xnx+u,yny) dr+jp(x, y)dQ =0, (8.49)
r Q

gdzie I" oznacza brzeg obszaru, a ny i ny sa sktadowymi wektora normalnego do tego brzegu.
Wyrazajac pierwsza calke przy pomocy sumy oraz zastgpujac pochodne ilorazami
réznicowymi otrzymamy:

Au Au
;{AanjLAyny} A +‘[[p(x, y)dQ =0, (8.50)

gdzie 2 oznacza sumowanie roznic skonczonych na wszystkich odcinkach brzegu obszaru.
Druga catk¢ mozna obliczy¢ dowolna metoda numeryczna np. stosujac kwadraturg Gaussa.
Wyrazajac ja w najprostszej postaci mamy:

j p(X,y) dQ = p2, gdzie p oznacza $rednig warto$é p(x,y) w obszarze Q.

Q

1

Rys. 8.11 Obszar kontrolny w postaci 10-cio boku

Na rys. 8.11 przedstawiony jest obszar kontrolny w postaci dziesigcioboku otaczajacego
wezel ,,0”. Zakladajac, ze skladowa normalna wektora gradientu: du/dn jest stala na obu

odcinkach brzegu ;/(()?), 7/(()?) , sasiadujacych krawedzia ,,0-1”, otrzymamy:

8-16



Au Au s
ZLX Mx Ay ny}AF - izz;,(ui —Uo)7oi » (8.51)

gdzie:

Ay + D X +
Yoi = Yoi Yoi XOI XOI _ (8.52)
X =X Yi = Yo

W réwnaniu tym wyeliminowane zostaly sktadowe normalnej dzigki zwiazkom:

A5 = ATGIne, A =~Argnyg, A = (% +%0) = Xa, AV = (% +Yo) ~ Ya

A5 = ATgPny, A ==ATgIny, A =%~ 5 (% +%0), AY5) = Yo = 3(% + Yo)
Symbolem N oznaczono liczbe krawedzi siatki przechodzqcych przez wezet ,,0° (N=5 dla
przypadku przedstawionego narys. 8.11), indeks a oznacza wierzchotek obszaru kontrolnego
lezacy w czgsci poprzedzajacej krawedz ,,0-1”, a b wierzchotek w czgsci nastepne;.

Rozwiazujac zadanie identyczne z opisanym w punkcie 8.1.4 otrzymamy zgodnie z
oznaczeniami podanymi narysunku 8.12 :

Q=a% P=Po

yg7 =0- a/2+a/2 789:0—_a/2a_a/2 =1,
2+a/2 -a/2—-a/2

7811—8/ a/ -0=1, 785=a/_aa/—0=L

gdzie zerowym1 warto$ciami zastapione zostaly ilorazy typu 0/0 co odpowiada znikaniu
iloczynu skalarnego wektora gradientu i wektora normalnego.

3 6 9 12 15

'Ysj Tsn
2 5 % 8 i_ 1 14
ng(f; 811

Ny 57
1 4 7 10 13

Rys. 8.12 Kwadratowy obszar kontrolny wezta Nr 8

Zapisujac teraz rownanie (8.50) dla obszaru zbudowanego wokot wezta Nr 8
otrzymamy po uwzglednieniu zwiazkow (8.51 i 8.52) rownanie:
(U7— Usg) 787+ (U11— Ug) yg11+ (Ug— Ug) 789+ (Us— Ug) 785 =—a ’po, (853

ktore po uporzadkowaniu przyjmie postac:

Us+ U7+ Ug+ Uy —dug = —a’ o, (8.54)
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identyczng z rownaniem (8.23).

Podobnie zapisujac réwnania dla weztow Nr 5 i1 11 otrzymamy zwiazki (8.22) i
(8.24), ktore po uwzglednieniu warunkéw brzegowych dadza to samo rozwiazanie, ktore
podane zostalo w p. 8.1.4. W przypadku ortogonalnej siatki dyskretyzujacej obszar
rozwiagzania metoda objgtosci skonczonych staje si¢ identyczna z metoda roznic skonczonych.

8.2.2 Obszar kontrolny rownowazny komorce siatki

Na rys. 8.13 przedstawiony jest obszar kontrolny, ktérym jest komoérka ograniczona
krawedziami siatki dyskretyzujacej obszar rozwiazania. Niewiadomymi w tym przypadku sa
wartos$ci funkcji u(x,y) w punktach srodkowych (A, B, C, D..) lezacych we wngtrzu komorek:
Ua, Ug, Uc, Up. Warto$ci weztowe, wystgpujace w rownaniach, oblicza si¢ zwykle najprostsza

metoda usredniajac  sasiednie wartosci @ Up = %(ul +Uy+Uz+Uy) — w obszarach

czworokatnych lub up = %(ul + U,y + u3) — w obszarach trojkatnych.

Rys. 8.13 Obszar kontrolny rownowazny komorce siatki 2D

Réwnanie (8.50) pozostge tu dalej w mocy, ale szczegdtowe wyrazy sumy beda teraz
odmienne od (8.51, 8.52). Dla przyktadu, gdy obszar kontrolny jest czworokatem (rys. 8.14)
mamy

Au Au
—n,+—n, A" = (U, —uy)7, 8.55
;L\x Ay y} zc ’ (859
gdzie
Ay, AX,
Vo = - - (8.56)
Xa - XO ya - yO

Obliczajac najprostszym sposobem wspotrzedne punktow srodkowych (usredniajac
wspotrzedne sasiadujacych weztow Siatki) otrzymamy:
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N N
Xe =N 240 Ya =N 2V

i=1 i=1
AXA=X1_X’ AyAzyl_y4’ AXB=X2_X1’ AszyZ_yl’
A =X%—%, AYe=Y;—Y,, Ay =X, =X, AYp=Y,— VY5 -
Pozwala to ulozy¢ rownania dla wszystkich punktow srodkowych, lezacych wewnatrz siatki.

Rys. 8.14 Czworokatny obszar kontrolny

8.2.3 Podejscie wzorowane na Metodzie Elementéw Skonczonych

Biorac obszar kontrolny utworzony wokot wezta siatki i wprowadzajac jawnie funkcje
aproksymujace otrzymamy wersj¢ Metody Objgtosci Skonczonych (Kontrolnych) podobna do
Metody Elementéw Skonczonych (MES — por. p. 8.3). Analogia okazuje si¢ jeszcze blizsza
gdy zastosujemy sposob budowania (agregacji) uktadu rownan, w ktéorym budujemy macierz
wspoOtczynnikéw w kolejnosci ,,oczek™ siatki (elementdw) co pozwala utworzy¢ macierze
geometryczne analogicznie jak tworzone sa macierze sztywnosci w MES (por. Podgorski,
Blazik-Borowa [2001]). Podejscie to pokazemy na przykladzie trojkatnego oraz
prostokatnego elementu siatki zastosowanego do opisanego poprzednio rownania Poissona.

W ksiazce T. J. Chunga [2002] mozna znalez¢é przyktad zastosowania elementu
czworokatnego, o dowolnym ksztalcie, co mozliwe jest po wprowadzeniu ukos$nokatnych,
lokalnych uktadow wspotrzednych. Zastosowanie takich elementdw pokazane zostanie w p.
8.3, ktory poswigcony jest metodzie elementow skonczonych.

Wyrazimy poszukiwana funkcje u(X,y) w obszarze elementu ,,&” — u(e)(x,y), przez sume
iloczynow warto$ci weztowych u; i funkcji aproksymujacych N@(xy):
Lw
u@0y) =D NOOyy (857)
i=1
gdzie Lw oznacza liczbg weztow elementu. Funkcje te w metodzie elementow skonczonych

nosza nazwe funkcji ksztaltu (por. Zienkiewicz [1972], [1994] oraz Podgorski, Btazik-
Borowa [2001]) lub funkcji prébnych (por. Chung [2002]).
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Po podstawieniu tego wyrazenia do (8.49) otrzymamy calk¢ po brzegu obszaru
kontrolnego zbudowanego wokot wezta ,K:

>3 [(NOR + NOn®)udr =373 6 - zg<e> (858)
e=q i=1 (@) e=g i=1

gdzie gorne indeksy (€) oznaczaja numer elementu polaczonego z rozwazanym weztem ,,K”,
e — jest numerem pierwszego elementu a & — numerem ostatniego elementu polaczonego z
weztem, I & — fragmentem obwodu obszaru kontrolnego wokot wezla ,K?, nalezacego do
elementu e.

Lw

W réwnaniu (858) oznaczono: G{¥ = [(N9n® + Nn{® I, oraz 0 =) G, .
ki ki ™1

L, X" X
F(e) i=1

Sktadowe G(e) macierzy geometrycznej G© oznaczaja wpltyw i-tego wezla elementu (€), na

wartos$¢ calki po brzegu obszaru kontrolnego utworzonego wokot wezta K, sktadowa g(e)
wektora wezlowego g®, jest udziatem catego elementu (€) w tej catce — rownanie (8.49).

8.2.3.1 Element tréjkatny

Przyjmujemy liniowe funkcje ksztattu: Ni(X,y) = agi + Xax + Y ayi , gdzie stale ag, axi, ayi
sa tak dobrane aby funkcja Ni(X,y) przybierala w wezle ,,i” warto$¢ jednostkowa i zerowe
wartos$ci w pozostatych weztach elementu. Warunek ten mozna wyrazi¢ w zwigzlej postaci
nastgpujaco:

N(e (X},Yj) =5 (8.59)

IJ’

gdzie delta Kroneckera— 9;=1gdyi =j, lubOgdyi #]j.
Przyjecie liniowej ksztaltu pozwala fatwo obliczy¢ wartos¢ catki w rdwnaniu (8.58):

G = (@Pn +aldn )@ (8.60)

gdzie ;/k(e) oznacza ta czg$¢ obwodu obszaru kontrolnego wokot wezta ,,K”, ktora nalezy do
elementu ,,e”, a Nk, Ny sa sktadowymi wektora normalnego do tego brzegu, sumowanie
odbywa si¢ po wszystkich odcinkach brzegu.
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a) b)
Rys. 8.15 Element trojkatny i lokalny uktad wspolrzednych

Obliczymy teraz warto$ci sktadowych Gy macierzy geometrycznej elementu trdjkatnego
pokazanego narys. 8.15. Tak przyjety lokalny uktad wspotrzednych daje nastgpujace wartosci
statych ,,@” funkcji Ni(Xy) : an = 0, aa = 0, ax=1/hy, gdzie h; jest wysokoscia trojkata
poprowadzong z wierzchotka ,,1”. Poniewaz fragment brzegu obszaru kontrolnego wokot
wezla ,,1”, nalezacy do jednego elementu sklada si¢ z dwoch odcinkdéw o dtugosci y12 1 y13 10
sktadowa Gi; sumy (8.60) w obszarze elementu trojkatnego obliczona dla funkcji Ni(X,y) ma
wartos¢:

©
60 = L (190 + )= - Zblhl(e) ——L(ctgar, + ctgasy), (8.61)

gdzie by jest dlugoscia boku lezacego naprzeciw wierzchotka ,,1”, oo i a3 sa katami trojkata
lezacymi przy weztach ,,2” 1,,3”.
Podobne obliczenia dla fragmentu brzegu wokot wezta ,,2” daja:

©_ L (18,0 1 n989) b§®
Gy = il y21/21 + Ny33723 )= 2h® =3Clgas, (8.62)
1 (e)
ol = o (5240 +rirlg)= 2 = g, 869

gdzie b, i bzsa dlugosciami bokow lezacych naprzeciw wierzchotkow ,,2” 1,,3”.
Podobne obliczenia nalezy przeprowadzi¢ dla funkcji ksztattu Na(X,y) oraz Ns(x,y).
Zbierajac wszystkie obliczone sktadowe w macierz otrzymamy zalezno$¢:

g@=G® y© (8.64)

lub w postaci rozwinietey:

(e) (e) (e)

01 A (Co + ) C3 C Uy
9| =5 C3 — (¢ + ) C up | (8.65)
O3 G G —(q+¢) Uz

gdzie ¢ = ctga; , awektor u® = [u]® zawiera wartosci weztowe poszukiwanej funkeji u(x,y)
w wezlach sasiadujacych z elementem (€).

8.2.3.2 Element prostokatny

Réwnania (8.57) i (8.58) pozostaja rowniez w mocy dla innych typow elementow.
Pokazemy teraz przyklad wyznaczania macierzy geometrycznej G elementu prostokatnego o
bokach by, by, ktéry pokazany jest narys. 8.16.
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Funkcje ksztattu Ni(x,y) , gdzie i=1..4 — jest lokalnym numerem wegzta elementu,
powinny spelnia¢ warunek (8.59). Najprostsza postacia takiej funkcji jest wielomian postaci:
N(X,y)=ap+aix +axy +asXy, ktéry mozna otrzymac biorac iloczyny funkcji liniowych:
E=xlby, &'=1-¢, n=ylby, n’=1-n.0Odpowiednie wielomiany przyjmuja wtedy postac:

Ni(xy) = (1-8)(1-n), No(xy) = &(1-7) ,
Na(xy) =&, Na(xy) = (1-8 7. (8.66)

b,

Rys. 8.16 Element prostokatny o bokach by by

Po wykonaniu calkowania w obszarze elementu otrzymujemy macierz geometryczna G®
elementu prostokatnego w postaci:

-3 1+2« 1 1-2«
1+2« -3 1-2« 1
1-2« -3 1+2«|’
1-2« 1 1+2« -3

G9= 1(2+12) (8.67)

gdzie A=by /by, k =(1-1%)/(1+A?) . W przypadku siatki 0 oczkach kwadratowych mamy:
A=1 xk=0.

8.2.3.3 Przyklady tworzenia ukladu réwnan

Wyniki otrzymane w rownaniach (8.65) i (8.67) poshuza teraz do poréwnania roznych
postaci uktadu rownan, ktéry otrzymujemy w celu wyznaczania wartosci wezlowych U
poszukiwanej funkcji u(x,y) stosujac opisane typy elementéw. Poshuzymy si¢ w tym celu tym
samym przyktadem, ktéry uprzednio rozwiazany zostat metoda roznic skonczonych oraz
metoda objgtosci skonczonych w p. 8.2.1.

y

a
1 3 3 6 9 12 15 3 6 9 12 15
a 2 8 14 2 5 11] 14
V. X
2 1 4 7 10 13 1 4 7 10 13
a) element b) siatkaNr 1 c) satkaNr 2
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Rys. 8.17 Element trojkatny oraz dwie rozne siatki dyskretyzujace obszar rozwiazania

Element trojkatny o bokach: by =a./2, b,=a, by=a i powierzchni A=%a2,

pokazany na rysunku 8.17a. Wartosci kotangensow wynosza: C;=ctga1 =0, Cx=ctgaz=1,
Cs3 =ctgas =1. Macierz geometrycznatego elementu jest zatem réwna:

-2 1 1
szi 1 -1 0
1 0 -1

Budujac obszar kontrolny wokot wezta Nr 8 (rys. 8.17b) otrzymamy:

4
Z 98(6) =—Qpo, lub w postaci rozwinigte;:
el

(8.68)
0,5 (U5+ Uy— 2 Ug) +0,5 (U7+ U — 2 Ug) +
+0,5(uin+Ug—2ug)+0,5(Ug+ Us—2Ug) =— Q2 o,
ktore po uporzadkowaniu przyjmie postac:
U5+U7+U9+U11—4U8:—Qp0, (869)

podobna do otrzymanej w rownaniu (8.23). Wielko$¢ obszaru kontrolnego €2 jest tu nieco
mniejsza niz w rownaniu (8.23) i wynosi (2, = 4-'::\ = gaz . Przyjmujac siatkg¢ elementow o

nieco innym ksztalcie (rys. 8.17c) otrzymamy QZ=8-§=;1a2, a zatem wigcej niz w

rownaniu (8.23). Wartos¢ érednia obszaréw kontrolnych obu siatek jest rowna Q=2a%, tzn. tyle
ile obliczonaw réwnaniu (8.23).

Element kwadratowy o boku a, zastosowany do dyskretyzacji tego samego obszaru daje
znacznie bardziej rozbudowany uktad réwnan, co spowodowane jest wyzszym stopniem
wielomianu interpolacyjnego zastosowanego jako funkcja ksztattu tego elementu — por.

réwnanie (8.66). Macierz geometryczna elementu kwadratowego (A=1, x=0) obliczona na
podstawie (8.67) jest rowna:

-3 1 1 1
w_1/1 -3 1 1
41 1 -3 1

1 1 1 -3

G

Obszar kontrolny zbudowany z tych elementow wokot wezta Nr 8 (rys. 8.20xx)
implikuje rownanie:
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(Us+ us+ uz— 3 ug) + (U7 + U+ U — 3 Ug) +

(U2 + U2+ Ug— 3 Ug) + (Ug+ Usg+ Us— 3 Ug) = —4 2o, (8.70)
ktore po niewielkich przeksztalceniach przyjmuje postaé:
(U4+ Uo+ U+ Ue) +2 (U5+ Uy + uUp + Ug)— 12ug=-4 3.2 Po . (8.71)

Powierzchnia obszaru kontrolnego €2 = a® jest tu taka sama jak w rownaniu (8.23). Wypisujac
podobne rownania dla weztow 51 11 (por. rys. 8.6) i uwzgledniajac warunki ui=0 na brzegach
obszaru, otrzymamy nastgpujacy uktad rownan:

6 -1 0 |]|ug 1
-1 6 -1|-|ug|=2a%py 1]. (8.72)
0 -1 6|uy 1

Po jego rozwigzaniu otrzymujemy wartosci weztowe poszukiwanej funkcji u(X,y) Us = Uig ,
U1 =0,41176a%py, Ug=0,47059a°py, Nieco rézniace sie od rozwiazania réwnania (8.25).
Poréwnujac to rozwiazanie z warto$cia doktadna, podana w p. 8.1.4, dostaniemy btad rowny
+3,32% , a wigc nieco mniejszy niz biad rozwiazania uzyskanego metoda rdznic
skonczonych.

8.3 Metoda elementéw skonczonych

Poczatkow metody elementow skonczonych (MES) doszukiwaé si¢ mozna w latach 20 i
30 XX wieku, kiedy w USA G.B.Maney i H.Cross oraz A. Ostenfeld w Holandii,
korzystajac z prac J. C. Maxwella, A. Castiliano oraz O. Mohra, zaproponowali metodg
rozwiazywania zagadnien mechaniki konstrukcji znang dzisiaj jako metoda przemieszczen.

Uogolnienia tej metody, dzigki pracom R. Couranta, na mechanike kontinuum dokonali
w polowie XX wieku J. Argyris, P. C. Pattan, S. Kelsey, M. Turner, R. Clough i inni. W
latach 60 1 70 metoda elementow skonczonych przeszta szereg modyfikacji m.in. dzigki
pracom O. C. Zienkiewicza, Y. K. Cheunga, R. L. Taylora, A. J. Bakera, ktore uczynity z niej
wspofczesne uniwersalne narzedzie shuzace do rozwiazywania zagadnien mechaniki ciata
statego, przeptywow ciepta, mechaniki ptynow, pol elektromagnetycznych, itp.

Krotki rys historyczny MES znalez¢ mozna w ksiazce Gallaghera [1975], podstawy
teoretyczne metody i wiele przykladow zastosowan znalez¢ mozna w ksiazkach Zienkiewicza
[1972], Zienkiewicza i Taylora[1994], Hughes’a [1987], Chunga [2002] Kleiberai in. [1995].

8.3.1 Podstawowa koncepcja metody elementéw skonczonych
Wspoiczesne koncepcje MES bazuja na metodzie Galerkina, ktéra umozliwia przyjgcie

przyblizonego rozwigzania problemu opisanego réwnaniem rdzniczkowym w postaci liniowe]
kombinacji funkcji:

u(x) = iu ©(x), (8.73)
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Gdzie x jest wektorem okreslajacym polozenie punktu w przestrzeni X =[X,y,2]", Le jest
liczba funkcji aproksymujacych. Funkcje aproksymujace U®(x,y) spetnia¢ musza warunki
brzegowe ale nie musza spelnia¢ samego rownania rozniczkowego. Przyblizone spetnienie
réwnania uzyskuje si¢ metoda minimalizacji blgdu aproksymacji przez jego ortogonalizacjg z
kazda z funkcji U® w obszarze rozwiazania:

j U®©DudR =0, (8.74)

Q

gdzie D jest operatorem roéwnania rozniczkowego: Du(x)=0, a  oznacza obszar
rozwiazania.

Trudnosci w doborze odpowiednich funkcji aproksymujacych, ktére musza spetiaé
warunki brzegowe 0 obszarze (2, o niejednokrotnie skomplikowanym ksztalcie mozna
pokona¢ przez ,,zlokalizowanie” funkcji aproksymujacych. Obszar rozwiazania dzieli si¢ na
Le rozlacznych podobszarow A9 o prostych ksztattach (trojkaty i czworokaty — na
plaszczyznie, czworosciany, pigcio i szesSciosciany — W przestrzeni), podobszary te nazywane
sa elementami skonczonymi. Funkcje aproksymujace U'® dobiera sie tak, aby miaty wartosci
réwne zeru poza obszarem 2, a wewnatrz byly prostymi gladkimi funkcjami
Sparametryzowanymi przez wartosci weztowe. Wezly sa zwykle narozami wielobokow
(wieloSciandbw w przestrzeni) lub $rodkami ich krawedzi. Od funkcji U® zada sie tez
warunkow ciaglosci na brzegach obszaru. Ciaglos¢ pochodnych rzedu (m+-1), gdzie m jest
rzegdem réwnania rézniczkowego, oznacza spehlienie warunkow zgodnosci, a ciaglto$é
pochodnych rzgdu m— warunkiem zupetnosci.

Funkcje aproksymujace w obszarze elementu przyjmuje si¢ zwykle w postaci sumy
funkcji bazowych (zwane sa one tez funkcjami ksztaltu, funkcjami interpolacyjnymi,
funkcjami prébnymi):

ue = f N® (x)u., (8.75)

i=1

gdzie u; oznacza wartosci weztowe poszukiwanej funkcji, N®(x) jest funkcja bazowa ,.i-
tego” wezla w obszarze elementu (€), We oznacza liczbg wezldw tego elementu, ,,i” jest
lokalnym numerem wezta.

Po podstawieniu (8.73) do (8.74) i uwzglednieniu (8.75), otrzymamy ukfad réwnan,
ktory pozwoli wyznaczy¢ poszukiwane wartosci weztowe funkcji u(x):

Lei Lwe

> Y [IN®DN® (x)u Jde =0, i=1.Lw, (8.76)

e=el j=j1 o

gdzie Lw jest liczba wezlow siatki dyskretyzacyjnej. Pierwsza suma dotyczy tylko tych
elementow, ktore potaczone sa z weztem ,,i”, €1 jest numerem pierwszego a Lei ostatniego z
elementow dotaczonych do wezla ,,i”. Druga suma dotyczy tylko tych weztow ,,j”, ktore
naleza do elementu ,,€”°, ,j1” jest globalnym numerem pierwszego we¢zla polaczonego z
elementem ,,€” a Lwe globalnym numerem ostatniego z tych weztow. Szczegoty procesu
zestawiania (agregacji) tego ukladu réwnan przedstawione sa w wielu ksiazkach
poswigconych MES (np. Podgorski, Btazik-Borowa [2001]).
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8.3.2 Rozwigzania réwnania Poissona

Przedstawimy teraz zastosowanie MES na przyktadzie wielokrotnie (p. 8.1.4, 8.2.3) juz
rozwiazywanego roéwnania Poissona w obszarze 2D:

Du(x)=V2u(x,y) + p(x,y)=0. (8.77)

Po wstawieniu tego rownania do (8.74) i uwzglednieniu zalezno$ci (8.75) otrzymamy:

j Ni‘e)(vzu + p)d_Q =0, i=1.We. (8.78)

o®

A po zastosowaniu twierdzenia Gaussa-Greena przeksztalcimy je do postaci:

[IN®(Vu)-nidr — [[VN® - vu]dQ+ [NPpd2 =0, i=1.We (g7

re 0® 0®

gdzie I'® oznacza brzeg elementu.
Zestawiajac te rOwnaniaw postaci macierzowej otrzymamy:

KO u@=p®.q® (8.80)

gdzie K® nosi nazwe macierzy sztywno$ci (dyfuzji, lepkosci itp.) elementu, u® jest
wektorem (macierza kolumnowa) wartosci wegztowych poszukiwane] funkcji, p@ jest
wektorem sil wezlowych elementu (lub wektorem zrodel), q® jest wektorem warunkéw
brzegowych Neumanna.

Wstawiajac sume funkcji bazowych zamiast u(x,y) (rown. 8.71) otrzymamy:

K, = .[)(Ni,xNj,xwLNi,yNj,y)dQ, (8.81)
i

p= [(Np)de, (8.82)
o®

q = .([)Ni(u,xnx+u,yny)dl“, (8.83)
e

gdzie Kjj sa sktadowymi macierzy sztywnos$ci K®, pioznacza skladowa wektora zrodet p©,
q sktadowa wektora warunkéw brzegowych Neumanna q©.

Pokazemy teraz szczegdtly tworzenia tych macierzy na przyktadach dwoch elementéw:
trojkatnego 1 czworokatnego.
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8.3.3 Element tréjkatny

Trojkatny element zbudowany dla rozwiazania rGwnania Poissona przypomina trdjkatne
elementy tarczowe stuzace rozwigzywaniu zagadnienia statyki tarcz (por. Podgorski i Blazik-
Borowa [2001]), jest jednak nieco prostszy, gdyz obliczamy tu pojedyncze wartosci weztowe
U; . Zastosujemy liniowe funkcje bazowe (funkcjie ksztattu) w postaci: Ni(X,y) = agi + Xax +y
ayi , gdzie stale agi, a, ay sa tak dobrane aby funkcja Ni(X,y) przybierata w wgzle ,,i” warto$¢
jednostkowa i zerowe warto$ci w pozostalych weztach (por. 8.2.3.1), tzn.

Ni(X,y;) = & , (8.84)

gdzie §; jest delta Kroneckera.

Oznaczymy osie globalnego kartezjanskiego ukladu wspotrzednych duzymi literami:
XY a osie lokalnego ukladu matymi literami: X,y jak na rysunku 8.18. Poczatek ukladu X,y
zalozymy w érodku trojkata:  Xo=3(Xy+Xp+X3), Yo=3(+Y,+Y3). Lokalne

wspotrzegdne mozna wigc obliczy¢ ze wzoru: X = X — Xo , Vi = Yi — Yo . Lokalna numeracja
wezltow (1,2,3) musi by¢ tak dobrana aby wyznacznik:

1 1 x5 %
A= 5 1 % Yo, (8.85)
1 X3 VY3

X

Rys. 8.18 Uktady wspotrzednych elementu trojkatnego

Wstawiajac do rownania (8.84) wspohzedne kolejnych weziow trojkata otrzymamy
uklad réwnan, z ktdrego mozna wyznaczy¢ stale a wystgpujace w rownaniu funkcji ksztattu:

1 % WYiflai| |5
1 X Y2/ ai|=|%2 |- (8.86)

1 % Yallayi| [d3

Rozwiazanie tego ukladu réwnan daje nastgpujace wartosci statych:
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1

i =5

LY 2A( (8.87)

Yj— YK) Xk—xj)’

a; =——
5= oAl
gdzieindeksy i, j, k tworza cykl: 1,2,3; 2,3,1; 3,1, 2.

Pochodne funkcji ksztaltu wynosza: Nj,y=a,, N,y =ay;. Wstawiajac te wartosci do
réwnania (8.81) otrzymamy:

Kij = j(a a,j +ay; ayJ)dQ A(a By + ayidy; )
Qe

(8.89)

Poniewaz w réwnaniu (8.88) nie wystgpuja stale ag , a ay oraz ay nie zaleza od
polozenia $rodka lokalnego ukfadu wspohrzgdnych, mozna w rownaniach (8.87) wstawi¢
wspotrzedne globalne, jezeli uktad lokalny nie jest obrocony wzglgdem globalnego.

Mozna teraz zestawi¢ cata macierz sztywnos$ci elementu trdjkatnego:

ax1 + ay1 Aay +3y18yp  Aqdya + aydys
(e) _ 2 2
K™ = A a,ay+ ayoay; o +ay aydy3 + ay2 va |- (8.89)
2
Ay3dq +ay3dy1  Axzdyp +ayzAy a3+ ay3

Dla poréwnania z macierza geometryczna obszaru trojkatnego obliczymy skladowe tej
macierz dla elementu opisanego w p. 8.2.3.1. Wspohzedne weztow i1 state funkcji ksztaltu
podane zostaty w tablicy (8.1).

Tablica 8.1 Parametry elementu tréjkatnego

[ XI YI Ay ayi
1 0 0 -1/a l/a
2 0 -a 0 -1/a
3 a 0 l/a 0

Po uwzglednieniu, z2 A=a”/2 otrzymamy macierz sztywnosci elementu:

2 -1 -1
K@=;—1 1 0|
-1 0 1

ktora rozni sig tylko znakiem od macierzy geometrycznej G wyznaczonej w punkcie
8.2.3.1

8.3.4 Element czworokatny

Element czworokatny shuzacy rozwiazywaniu rownan Poissona i Laplace’a zbudujemy
stosujac metodg zaproponowang przez Zienkiewicza, ktory zastosowal te same funkcje
bazowe do utworzenia funkcji aproksymujacej rozwiazanie, jak tez do transformacji
lokalnych wspotrzednych elementu do globalnego uktadu kartezjanskiego. Elementy
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zbudowane ta metoda nosza nazwg elementdow izoparametrycznych (por. Zienkiewicz [1972],
[1994], Chung [2002]).

Na rysunku 8.19 pokazany zostat czworokatny element wraz z ukladem lokalnych
wspotrzednych (&,7). Poczatek tego ukladu zatozony jest w $rodku cigzkosci czworokata,
wspotrzedne sa bezwymiarowe, przyjmujac w weztach wartosci &, 17 = £1. Numery weziow
pokazane na rysunku sa numerami lokalnymi, majacymi znaczenie tylko dla tego elementu.

Y 4.1y n

1 3
(-1,-1) @1

21-1

X

Rys. 8.19 Czworokatny element izoparametryczny oraz stosowane uktady wspotrzednych

Funkcje bazowe (funkcje ksztaltu) budujemy z wielomianow II stopnia przyjmujac
podobnie jak w réwnaniach (8.66):

(1+&)1-n),
(1-&)1+n).

Ny(&n) =1(1-&)1-n), Ny(ém)=

1
1 8.90
Na(&.m) =5 (0+&)L+n),  Na(&m)= (8.90)

N =

Nieco inna posta¢ funkcji bazowych zwigzana jest tu z innym przyjeciem $rodka ukladu
wspotrzednych.

Globalne wspotrzedne kartezjanskie (X,Y) zwiazane sa zatem z lokalnym uktadem (&,7)
W nastgpujacy sposob:

X=ZNi(§’77)Xi’ Y=2Ni(§’n)Yi : (8.91)

4 4
i=1 i=1

Wstawiajac funkcje bazowe (8.90) do rownania (8.81) otrzymamy sktadowe macierzy
sztywnosci elementu:

Kij = J(NI X NJ ’X+Ni 1y NJ ,y)dQ =
Q(e)

11
”(Ni,XNj,X+Ni,yNj,y)J dédn = (8.92)
-1-1

11
“lﬁj(é,n)dédn,
-1-1
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gdzie dQ = dxdy =J d¢ dn, J- oznaczawyznacznik Jakobianu: J = det(J),
3 {311 le} _ {X’f y’é}
Jo1 I [Xy Yy
Funkcje kij(&,n) wystgpujace w ostatniej catce (8.92) nalezy przeksztalci¢ tak aby zawieraty
pochodne wzgledem wspotrzgdnych lokalnych (&, n):

ki (&.17)=(922Ni e +312N; 1y )(I2aNG e+ 31N )+

8.93
(leN TRRVEL ’n)(‘]Zle et ’n)- (9

Ze wzgledu na wygodeg calke zawierajaca kij oblicza si¢ zwykle numerycznie stosujac
kwadraturg Gaussa. Wzor 5-cio punktowy wystarcza aby calki (8.92) obliczy¢ doktadnie. Tak
wigc sktadowa macierzy sztywno$ci elementu czworokatnego moze by¢ obliczona ze wzoru:

1
j ky(&.m)de dn = ZZW Wokij (Em 77n) (8.94)

-1 m=1n=1

H'—'H

gdzie Lg — oznacza liczbg punktow Gaussa, Wm, Wy — wspoOtczynniki wagowe a &y ,mn —
wspotrzedne punktow Gaussa. W tablicy (8.2) podane sa (por. Baker [1983]) wspotczynniki
wagowe 1 wspotrzedne tych punktow dla Lg=5.

Tablica 8.2 Wspotczynniki wagowe i wspotrzedne punktow Gaussa

é:m ym Wim

+0,90617 98459 38664 0,23692 68850 56189

+0,53846 93101 05683 0,47862 86704 99366

0,0 0,56888 88888 88889

Skladowe macierzy sztywnosci elementu kwadratowego o boku a, obliczone zgodnie z tymi
formutami sa nastgpujace (podano tylko 6 miejsc znaczacych):

+0,666667 —0,166667 —0,333333 -0,166667
_ | —0166667 +0,666667 -—0166667 - 0,333333 8.5
~|-0,333333 -0166667 +0,666667 - 0166667 | (899

—-0166667 -0,333333 -0,166667 + 0,666667

K(l)

roznig sie wiec istotnie od skladowych macierzy geometrycznej G , obliczonych w p.
8.2.32

Ograniczajac si¢ tylko do elementow prostokatnych, podobnie jak to zrobilismy w
réwnaniach (8.66) i (8.67) otrzymamy macierz sztywnosci:
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200+ %) 2-2 -1-2 1-28
1| A2-2 20+215) 1-227* -1-7x
6A| 142 1-222 2+4%) A2-2
1-2%  -1-22  12-2 21+1)

K® = : (8.96)

gdzie podobnie jak poprzednio 4 =b, /by, .
Macierz sztywnosci elementu kwadratowego (1=1) obliczona na podstawie (8.96) jest rowna:

4 -1 -2 -1
6|-2 -1 4 -1

-1 -2 -1 4

a wigc identyczna (z dokladno$cia do 12-go miejsca znaczacego) z macierza podang w
réwnaniu (8.95).

Sktadowe wektora zrodet p (rown. 8.78), przy stalej wartosci p(X,y) =po W obszarze
elementu sga rowne:

1

p® _a’py |1
4 |1

1

Zestawiajac jeszcze raz uklad rownan rozwiazujacych rownanie Poissona (por. rown. 8.25 i
8.68) otrzymamy:

8 -1 0| |u 1
-1 8 -1|-|ug|=3a%py|1]. (8.97)
0 -1 8| |uy 1

Po jego rozwiazaniu dostgjemy wartosci wezlowe poszukiwanej funkcji u(Xy) Us = U1 ,
U1 =0,43548 a° Po, Ug=0,48387 a’ Po. Warto$¢ Ug rozni si¢ nieco od rozwigzania rOwnania
(8.25). Porownujac Ug z warto$cia dokladna, podang w p. 8.1.4, dostaniemy blad roéwny
+6,23% , porownywalny (ale przeciwny co do znaku) z bledem rozwigzania uzyskanego
metoda réznic skonczonych. Blad ten jest prawie dwukrotnie wigkszy niz btad rozwiazania
metoda objetosci kontrolnych (réwn. 8.68), ale przy tej gestosci siatki dyskretyzujacej obszar
rozwiazania, trudno wyciaga¢ ogo6lne wnioski co do doktadnosci obu metod.

8.3.5 Przyktady agregacji globalnego uktadu réwnan

Agregacja (zestawianie) ukladu réwnan MES, moze zosta¢ wykonana przez
zsumowanie iloczyndw macierzy sztywnosci elementéw i macierzy potaczen (alokacji).
Metoda ta (por. Podgorski, Btazik-Borowa [2001]), zastosowana bezposrednio w
komputerowej realizacji algorytmu, jest jednak bardzo czasochtonna i wymaga rezerwowania
duzych obszaréw pamigci operacyjnej komputera na przechowanie duzych macierzy alokacji.
Dlatego tez nie jest praktycznie stosowana. Przedstawimy teraz ,praktyczny” algorytm
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agregacji, stosowany w wigkszo$ci komputerowych realizacji. Algorytm zapisany zostanie w
pseudokodzie o sktadni zblizonej do popularnego skryptowego jezyka Perl. Znak # (hash)
oraz druk pochyly oznacza tu wiersz komentarza, bloki polecen wykonywanych w pegtli
zaznaczane sa przez odpowiednie wcigcie wiersza. Nazwy pisane z separatorem w postaci
dolngj kreski np. Utwdrz macierz, oznaczaja wywotlanie odpowiedniej procedury
realizujacej zloZzona operacjg.

# Agregacja K

e Inicjuj Globalng Macierz Sztywno$ci K[N,N]
# Tworzymy wypetniona zerami tablice K o rozmiarach NxN,
# w ktorej przechowywane beda sktadowe globalnej macierzy Sztywnosci.
# N oznacza Ticzbe niewiadomych wystepujacych w zadaniu.

e Dla kazdego elementu wykonaj:
o Utwérz_macierz Ke
# Tworzymy macierz sztywnosSci elementu o wymiarach WexWe,
# gdzie We jest Ticzba weztdw elementu

o Dla kazdej sktadowej Ke[i,j] wykonaj:
» Czytaj globalne numery weztéw(i,J)
# Nalezy odczytac globalne numery (Ni,Nj) weztow o numerach
# Tokalnych: 1.,]

= Wstaw K[Ni,Nj] « K[Ni,Nj] + Ke[1, j]
# Do zawartosci,komorki” K[Ni,Njl globalnej macierzy sztywnosci
# nalezy dodac¢ sktadowa Kel[i,jl macierzy sztywnoSci elementu
o # Koniec Dla kazdej sktadowej
e # Koniec Dla kazdego elementu

# Koniec agregacji

Oczywiscie macierz sztywnosci moze by¢ przechowywana w tablicach prostokatnych lub
wektorach w celu zaoszczgdzenia pamigci. W rownaniach liniowych gdzie macierz
sztywnosci jest symetryczna mozna przechowywac tylko jej gorna lub dolng potoweg. Ostatni
blok algorytmu (wstawianie) w tym przypadku nalezy zmodyfikowaé tak aby Ni, Nj
oznaczaly polozenie sktadowej Ke[i,j] w zmodyfikowanegj tablicy globalne.

Algorytm ten, dostosowany do skladowania macierzy sztywnos$ci w tablicy
jednowymiarowej, bez zapamigtywania zerowych sktadowych macierzy, wykorzystany zostat
w programie Poisson2D, ktéry powstal w Katedrze Mechaniki Budowli Politechniki
Lubelskiej. Aby zademonstrowaé jego dzialanie pokazemy skladowe globalnej macierzy
zwiazanej z rownaniem Poissona w obszarze prostokatnym o wymiarach 2ax4a (por.
rys. 8.6), przed uwzglednieniem warunkéw brzegowych. Macierz globalna K ma w tym
przypadku wymiary 15x15, przedstawiona zostala w tablicy 8.3. Pominigte tu zostaly (ze
wzgledu na zwigkszenie czytelnosci) skltadowe lezace ponizej przekatnej oraz zerowe
sktadowe lezace powyzej gdrnego pasma.

Tablica 8.3 Sktadowe macierzy sztywnosci obszaru 2x4

1 2 3 4 5 6 7/ 8 9 10 11 12 13 14 15
0.667 -0.167 0.0 0.0 0.0 -0.167 -0.333 1
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1.333 -0.167 0.0 0.0 -0.333 -0.333 -0.333 2
1.333 -0.167 0.0 0.0 -0.333 -0.333 -0.333 3
1.333 -0.167 0.0 0.0 -0.333 -0.333 -0.333 4

0.667 0.0 0.0 0.0 -0.333 -0.167 5

1.333 -0.333 0.0 0.0 0.0 -0.167 -0.333 6

2.667 -0.333 0.0 0.0 -0.333 -0.333 -0.333 7

2.667 -0.333 0.0 0.0 -0.333 -0.333 -0.333 8

2.667 -0.333 0.0 0.0 -0.333 -0.333 -0.333 | 9

1.333 0.0 0.0 0.0 -0.333 -0.167 | 10

0.667 -0.167 11

1.333 -0.167 12

Symetria 1.333 -0.167 13
1.333 -0.167 | 14

0.667 | 15

Rozwiazanie uktadu réwnan liniowych, ktory powstaje po agregacji macierzy
sztywnos$ci 1 uwzglednieniu warunkow brzegowych jest zagadnieniem dosy¢ prostym jezeli
liczba rownan jest niewielka, co obecnie oznacza zwykle kilka tysigcy rownan. Stosowane sa
wtedy metody klasyczne jak eliminacja Gaussa lub faktoryzacja Banachiewicza-Cholesky'ego
(dla ukltadéw symetrycznych), dostosowane do pasmowej struktury macierzy. Poniewaz
macierz sztywnosci jest macierzaq rzadka, tzn. macierza w ktorej tylko niewielka liczba
sktadowych jest r6zna od zera, to bardzo efektywnymi metodami rozwiazywania rownan
okazuja si¢ w tym przypadku metody iteracyjne jak metoda Gaussa-Seidela oraz metody
gradientowe (por. Saad[2003)]).

8.3.6 Przyklady rozwigzan réwnania Poissona

Obliczone w poprzednim punkcie skladowe macierzy sztywno$ci trojkatnego i
kwadratowego elementu skonczonego postuza nam teraz do pokazania wplywu ksztaltu i
gestoscei siatki na doktadno$¢ rozwiazania. Rozwiazemy zadanie rozwiazywane poprzednio
metoda roznic skonczonych (p. 8.1.4) i metoda objetosci skonczonych (p. 8.2.3.3).

Obszar prostokatny o wymiarach 2ax 4a podzielony zostal kilkoma siatkami
kwadratowymi: 2x4, 4x8, 6x12, 8x16, 12x24, 16x32, 32x64. W obszarze siatek zastosowano
kwadratowe (rys. 8.20) i trojkatne elementy o dwoch schematach (rys. 8.21 a, b). W siatce A
(rys. 8.21a) wezet srodkowy (Nr 8) otoczony jest czterema elementami trojkatnymi a w siatce
B (rys. 8.21b) - o$émioma.

3 6 9 12 15
2 5 8 11 14
1 4 7 10 13

Rys. 8.20 Siatka 2a 4a zbudowana z elementéw kwadratowych
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1 4 7 10 13 1 4 7 10 13

a) satka A b) siatka B

Rys. 8.21 Siatki zbudowane z elementow trjkatnych

We wszystkich weztach brzegowych zalozono zerowe wartosci funkcji u(x,y), funkcja
zrodel rownania Poissona przyjeta zostata jako stala w calym obszarze: p(X,y) = po = const.

Zadanie rozwiazano za pomoca programu Poisson2D otrzymujac wgzlowe wartosScCi
funkcji u(x,y). Porownywano warto$¢ U w wezle centralnym z rozwiazaniem doktadnym oraz
migdzy kolejnymi schematami. Wyniki przedstawione zostaty na wykresie (rys. 8.22) oraz w
tablicy 8.4. w zaleznos$ci od liczby elementow na krotszym boku obszaru.

Tablica 8.4 Wartosci u/(a’py) w punkcie $rodkowym

Ny _ L_iCZba Ksztalt siatki Wynik
niewiadomych | kwadratowa | trojkatna A | trojkatna B doktadny

2 3 0,483871 0,380952 0,476190 0,45549
4 21 0,462684 0,438280 0,458569
6 55 0,458676
8 105 0,457279 0,451083 0,456327

12 253 0,456282

16 465 0,455934 0,454388 0,455693

32 1953 0,455599

Widoczna jest tu szybsza zbiezno$¢ wyniku do warto$ci dokladnej dla siatki
kwadratowej. Siatka trojkatna daje rezultaty wolniej zbiezne w wezlach otoczonych przez
cztery elementy a szybciej zbiezne dla wezlow otoczonych przez osiem elementow .
Dokladno$¢ rozwiazania staje si¢ dostatecznie doktadna (blad mniejszy niz 1%) przy podziale
krotszego boku prostokata na 6 odcinkow.
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N, - Liczba elementow wzdtuz krétszego boku

Rys. 8.22 Zalezno$¢ wyniku od gestosci i ksztattu siatki

Na rysunku 8.23 przedstawiono mapeg funkcji u(X,y) uzyskana dla siatki elementow
32x64. Rys. 8.23 przedstawia mapeg funkcji, ktora jest rozwigzaniem rownania Poissona w
obszarze pokazanym na rysunku 8.1, przy analogicznych jak w zadaniu poprzednim
warunkach brzegowych i tej samej funkcji zrédet.

Rys. 8.23 Rozwiazanie roéwnania Poissona w obszarze prostokatnym 2ax4a - siatka kwadratowa
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Rys. 8.24 Rozwiazanie rownania Poissona w obszarze 0 brzegu krzywoliniowym - siatka trdjkatna
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