Stateczno$¢ ramy obciqzonej silq skupiong - przyktady 6-116-4 z
ksiqzki: "Mechanika budowli - Ujecie komputerowe" (MbUk)

ORIGIN := 1 - Ustawienie sposobu numeracji wierszy i kolumn macierzy

P
4

E := 10GPa - Modul Younga

Wymiary przekrojow i ditugosci
elementéw

aq:=12cm b4 :=10cm L1:=10m
ao:=12cm bo :=10cm L2 := 10m
ag:=12cm bz :=10cm L3 := 10m

Dane zostaly tak dobrane aby :

E-J
—— = 1kN
2

L

ulatwi to poréwnanie wynikow
zamieszczonych w ksiqzce MbUk



Parametry pomocnicze:

Lss :=3 - Liczba stopni swobody wezta

Le:=3 - Liczba elementow

Lw:=4 - Liczba weztow

Lr:=Lss-Lw - Liczba rownan

KoL, Lr:=0  Deklaracja globalnej macierzy sztywnosci i wypeinienie jej zerami
1:=1m - pomocnicza stala dlugosé

N

Poniewaz MathCad nie pozwala przechowywaé w jednej macierzy sktadowych wyrazonych w
réznych jednostkach to mamy do wyboru 2 mozliwosci:

- nie zapisywac jednostek w ktorych wyrazone sq te sktadowe

- przeksztalci¢ tak te sktadowe, aby byty jednolite (wyrazone w jednakowych jednostkach miary)

Wybieram 2 sposob i przeksztatcam niewiadome wystepujgce w macierzach nastepujqco
(1 - oznacza tu dowolnq stalq o wymiarze dlugosci) :

L
U, = lel Uzj:l'kpj Ml:lTl M]:lT] A :T T]:T

Wszystkie poszukiwane przemieszczenia sq wiec przesunieciami, a weztowe wielko$ci statyczne - sitami.
Macierz sztywnoS$ci zmieni sie wiec do postaci, ktorqg MathCad akceptuje:
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Funkcja LBM - Lokuj Blok Macierzy, uzywana przy agregacji macierzy sztywnosci i wektora obcigzen termicznych

LBM(A,B,w, k) = for ie0. rows(B) -1
for je0. cols(B) -1

Awri, k+j < B1ai, 14

Funkcje Sciste wystepujqce w macierzy sztywnosci preta Sciskanego sitq osiowq (MbUk)

2

X-(sin(x) —x-cos(x)) X" -(1-cos(x))
Alfa(x) = _ Theta (x) := -
2(1-cos(x)) —x-sin(x) 2(1-cos(x)) —x-sin(x)
x3.sin (x)
Delta (x) :=

2(1-cos(x)) —x-sin(x)



Wspoitrzedne weztéw kratownicy Numery weztéw poczqtkowych

(Wp) i koricowych (Wk) elementéw Sity wewnetrzne w elementach

0 L1

L1 L1 3 1 0
=1 =1, Wp := | 1 Wk :=| 2 S:=| 0 |kN

L1 0 4 2 ~1
e:=1. Le Petla po wszystkich elementach ramy
Ag =bg-aeg - Pole powierzchni przekroju elementow

3
ae ‘ (be) S . ’

Je = ————— - Moment bezwtadnosci przekroju elementow

12



Rysunek elementéw pozwala kontrolowaé poprawnos$é wprowadzonych danych

" (oe) , , , .
EXg := Eye = Ex, Ey - wspéirzedne weztdw elementow kratownicy

X (wke)

11

10 I 8

m m m
< < <
w \V] -t

-1 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11
Ex1, EXxo, Ex3



Wielkos$ci pomocnicze do wyliczania sktadowych macierzy sztywnosci elementéw ramy

LXe = X(Wke) - X(Wpe)

Ly — 0.000
10.000
0.000
Ne = —/
1
= 10.000
10.000
10.000

Lye = Y(Wke) - Y(Wpe)

Ly =

10.000 |

0.000

10.000

>\29 =

(Le) ™ Ac

e

1
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120000.000

120000.000

120000.000
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100.000

N |

100.000
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Lo =+ (xe) + (Lye)?

3| =
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KRag = —
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1
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Bloki macierzy sztywnosci elementu ramowego w lokalnym uktadzie wspotrzednych

K11e = Me'

X2 O
0o 12

0 61e 4(ne)2_

0

6Me

K1 2e = Me'

X2,
0

0

0 0
-12 61e
—6Me z(ﬂe)z_

Macierz sztywnoS$ci elementu zapisana z uzyciem blokéw

K11
K=
K21

K12
K22

K21 = K12'

K22e = Me .

N2, 0
0 12
0 —6Me

Bloki macierzy geometrycznych elementu ramowego w lokalnym ukladzie wspoétrzednych

0 0
o 1.2
0 0.1me

0

0.1m¢

15

500"

0
0

0

.2

Macierz geometryczna elementu zapisana z uzyciem blokoéw

G11
G =
G21

G12
G22

G21 = G12"

0
0.1m¢

0 -0.1m¢ Eﬁi(ne)z

0 0
0 1.2
0 -0.1m¢

—6me

4(ne)® |




Macierze obrotu do globalnego uktadu wspoétrzednych

LXe Lye
Se _L—e e _L—e
Ce —Se O 0O -1 0 1 0 O
Rei=|Se Ce O Ri=|1 0 O Ro=|0 1 0
0 0 1 O o0 1 0O 0 1

Transformacja macierzy sztywnosci i macierzy geometrycznych elementu 1 do globalnego uktadu wspotrzednych.
Uwaga! macierzy elementu 2 mozna nie transformowac bo kqt obrotu jest rowny @

K11g := Rg-K11g-Re' K12 = Rg-K12g R’ K22g := Rg-K22-Ro'

G11g = Rg-G11g-Re G12¢ = Rg-G12¢-Re'  G22 = Re-G22¢-Re'



Mimo, ze nie jest to potrzebne w dalszych obliczeniach, mozna pokaza¢ bloki macierzy wszystkich elementow

K114

K12

K22

G114

G113
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1.2 -6
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-6 40
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0 -12000
6
1.2 6
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6 40
0O 0 O
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G124
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o O O
o O O

-0.1
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K11 =

o
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0 0

G224
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-0.12 0
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kN

-0.1
0
-1.333



Agregacja, czyli dodawanie blokéw macierzy sztywnosci elementéw do macierzy globalnej

Ne := Lss-Wpg—-2 Ke :=Lss-Wkg -2 <--- numery stopni swobody weztéw poczqtkowych (n,) i konicowych (k,)
7 1

n=\| 1 k=1|4
10 4

Z[ LBM(Ko, K11g, ng, ng) + LBM(Ko , K22, ke, ke)) + LBM(Ko , K12, N, ke)]+|_B|v|(Ko, K12¢ | Ke. ne)]

e

Z[ LBM(Ko, G11¢, ng, Ng) + LBM(Ko , 622, ke, ke)) + LBM(Ko , G12, N, ke)]+|_B|v|(Ko, G126 | Ke. ne)]

e
1 2 3 4 5 6

1 12001.2 0.0 6.0| -12000.0 0.0 0.0

2 0.0 12001.2 6.0 0.0 -1.2 6.0

3 6.0 6.0 80.0 0.0 -6.0 20.0

4| -12000.0 0.0 0.0 12001.2 0.0 6.0

5 0.0 -1.2 -6.0 0.0 12001.2 -6.0 kN
K=l6 0.0 6.0 20.0 6.0 -6.0 80.0| - T

7 -1.2 0.0 -6.0 0.0 0.0 0.0

8 0.0| -12000.0 0.0 0.0 0.0 0.0

9 6.0 0.0 20.0 0.0 0.0 0.0

10 0.0 0.0 0.0 -1.2 0.0 -6.0

11 0.0 0.0 0.0 0.0| -12000.0 0.0

12 0.0 0.0 0.0 6.0 0.0




1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

1 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0

2 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0

3 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0

4 0.0 0.0 0.0 -0.1 0.0 -0.1 0.0 0.0 0.0 0.1

5 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0 kN
G=[¢ 0.0 0.0 0.0 -0.1 0.0 -1.3 0.0 0.0 0.0 0.1 - T

7 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0

8 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0

9 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0

10 0.0 0.0 0.0 0.1 0.0 0.1 0.0 0.0 0.0 -0.1

11 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0

12 0.0 0.0 0.0 -0.1 0.0 0.3 0.0 0.0 0.0

Globalna macierz sztywnosci K i macierz geometryczna G bez uwzglednienia warunkéw brzegowych jest osobliwa
tzn. |K|=0 , |G|=0

K- 5.000x 10° Aby obliczy¢ wyznacznik macierzy, ktorej elementy nie sq liczbami bezwymiarowymi
KN ' musimy macierz pomnozyc¢ przez odwrotnos$¢ jednostek aby doprowadzi¢ elementy do
postaci bezwymiarowej - to jest wymoég MatCada.

G-—| = 0.000x 10° Zamiast zera wyznacznik moze byé "bardzo malq" liczbq ze wzgledu na niedostatecznq
dokladnosé wyrazéw macierzy sztywnosci.




Kopiowanie Macierzy K przed modyfikacjq uwzgledniajqcq warunki brzegowe

Ko := K Go =G
Uwzglednienie warunkéw brzegowych

Lwb := 6 - liczba warunkéw brzegowych

7
8
9 . , .

S = - globalne numery przemieszczen weztow blokowanych na podporach
10
11
12

i=1. Lr ji=1. Lwb

Ko i =0 Go i =0 zerowanie wierszy

Ko. . =0 Go. _ =0 zerowanie kolumn

1, S] 1, S]
Ko 1 kN wstawianie jednosSci na przekqtng

$j-Sj m macierzy sztywnosci



1 2 3 4 5 6 7 1 2 3 4

1| 12001.2 0 6| -12000 0 0 0 1 0 0 0 0 0
2 0| 12001.2 6 0 -1.2 6 0 2 0 0 0 0 0
3 6 6 80 0 -6 20 0 3 0 0 0 0 0
4| -12000 0 0| 12001.2 0 6 0 4 0 0 0| -0.12 0
5 0 -1.2 -6 0| 12001.2 -6 0 KN 5 0 0 0 0 0

Ko =6 0 6 20 6 -6 80 of " Go =6 0 0 0 -0.1 0
7 0 0 0 0 0 0 1 7 0 0 0 0 0
8 0 0 0 0 0 0 0 8 0 0 0 0 0
9 0 0 0 0 0 0 0 9 0 0 0 0 0
10 0 0 0 0 0 0 0 10 0 0 0 0 0
11 0 0 0 0 0 0 0 11 0 0 0 0 0
12 0 0 0 0 0 0 12 0 0 0 0

Ko- 1 % —1.742x10'® - wyznacznik macierzy K, jest zawsze wiekszy od zera, |K,|> ©
m 0 . . . 4oz
Go- 1 Wl 0.000x 10 - wyznacznik macierzy G, moze byé rowny zeru

|[Ko+o-Go| =0  -warunek niejednoznacznosci przemieszczen, czyli mozliwo$é utraty statecznosci



m
KG(x) := (Ko+x-Go) -— ) ) )
kN Oszacowanie "z dotu" 1 "z gory" wartosci

N.=200 sity krytycznej za pomocq wzoru Eulera
i:=1 N oj:=1-0.1 7T2-E-d1
P1 WYy P1-=9.870.kN
Wi = |KG(o3)] (1-L4)
Wykres zmienno$ci wyznacznika macierzy <2 E. J
P2 = 5 P2 = 20.200- kN
(0.699- L)
2.10'°7
1.5%10 1%
1x10 01
E-Ji
— 5 - 1.000- kN
W3 54102 (L4)
0 2.5 5 7.5 10 12.5 15 17.5 20
—5><1015"
“1x10 10

oi



Sita krytyczna ma przyblizonq wartosé Pkr=14,878 kN - jest nieco

N1 := 1487 N2 := 1488 mniejsza niz warto$é podana w ksiqzce MbUk, przyktad 6-4b (14,8794),
i=N1_. N2 oi=1-0.01 gdyz w tym przykladzie uwzgledniono Scisliwos¢ podhuznq pretow
Wi = |KG(0‘i)|

8<10 21

6x1012“

4x1012“

2x1012“

14.87 14.872 14.874 14.876 14.87 14.88

_2102

oi



Sita krytyczna wyliczona za pomocq Algora bez podziahu pretow na
wiekszq liczbe elementow Pkr=14,8741 kN

7

Displacement

1

(ER=]

0g

o7

0.5

0.5 Buckling Load Multiplier: 14,8741

0,4

0.2
| 0.2 |
i 0,1 i

u]

L.



Sita krytyczna wyliczona za pomocq Algora przy podziale pretow na
10 elementow Pkr=14,581 kN

= S e mea

i Z
i Lx Buckling Load Multiplier; 14,581




Obliczenie sity krytycznej za pomocq Scistych funkcji (MbUk)
4 +Alfa(x) 2 —Theta (x)

KG(X) = 2 8 -6
-Theta(x) -6 12+Delta(x)

N:=400 i:=1. N oi:=1-0.01 Wj = |KG(0'i)|

1.257

0.757

1000

0.257

-0.25

Oi



B _ Sita krytyczna wyliczona za pomocgq Scistych funkcji Alfa, Theta, Delta
N1 := 3819 N2 := 3820 S . Y .
i A oraz zalozeniu niesci$liwosci pretow ma warto$é Pkr=14,586 kN - jest
i=N1. N2 oj:=1-0.001 nieco mniejsza niz wartos¢ obliczona MES bez podziatu pretow ale
troche wieksza niz obliczone MES z podzialem preta sciskanego na 10
Wi = |KG(01)| elementow 1 uwzglednieniu Scisliwosci podtuznej preta

0.1
\ o:=3.8192
3.1819 3. 3.8193 3.8195 3.8197 3.8198 .82 2 E-Jq
Pkr :=o"- 5
(L1)
-0.1
Pkr = 14.586- kN
Wy
-0.27
-0.37
-0.4

oi



