1. Obliczenie sity krytycznej w swobodnie podpartym stupie Sciskanym

P Warunki brzegowe:
L M(x)=-Py(x)

<<€x 1) y(0)=0
2) M(0)=0

é 3) y(L)=0

] 4) M(L)=0

<

Poniewaz M(X)=P y(x),
to warunek 2 jest tozsamy z warunkiem 1,
a warunek 4 z warunkiem 3

To=0, T,=0
Yy
% A<T
A ‘O
P
Rownanie ugiecia preta: L = MESX) zakladajqgc mate kqty obrotu osi preta gy <<1,
Yol X
- d’y M(X)
upraszczamy do postaci: —3-= .
P yeorp dx*  EJ

d’y

Podstawiajgc M(x)=-P y(x) otrzymujemy rownanie rozniczkowe. ™
X

) P
+k?y=0, gdzie k?=__.
y g EJ

Rozwigzaniem tego rownania jest funkcja: 'y = Asin kx+ Bcoskx, gdzie state A i B nalezy wyznaczy¢ z
warunkow brzegowych.
Z warunku nr 1 mamy: y(0) = Asin k-0 + B cos k-0 =0, co daje B=0.
Warunek nr 3 daje rownanie y(L) = Asink-L =0, ktére ma dwa rozwigzania:
o A=0, ktore jest rozwigzaniem trywialnym gdyz w tym przypadku y(X) = 0, oraz
e sinkL =0, czylikL =nz.

Rozwigzanie drugie wobec roznego od zera ugiecia daje nam wartosc sity krytycznej:

7°EJ

P, = oz gdzie przyjeto najmniejszq mozliwg wartos¢ n=1, gdyz dla n=0 otrzymujemy znowu rozwigzanie
trywialne, a dla n>1 otrzymujemy wyzszq wartos¢ sity powodujgcej wyboczenie.
Efektem uproszczonej postaci rownania rozniczkowego ugiecia jest brak mozliwosci wyznaczenia statej A,
wystepujgcej w funkcji ugiecia y=A sin kx. Wiemy jedynie, ze w momencie wyboczenia A # 0.
Zadanie wyznaczenia sily krytycznej w Sciskanym precie przy zatozeniu matych ugiec rozwigzat w 1744r.
=N

>
Przy zatozeniu duzych ugie¢ zadanie rozwigzat W 1770r. Lagrange, ktory obliczyt ugiecie spowodowane sitg P
wiekszq od sity Pk :

2 2
/1=1+(1j (5@)%(1'3) (1) +..., gdzie A= ﬁ, S = Jmex
2 2.4 | P L

Leonard Euler, stqd sita ta nazywana jest sitq eulerowskq Pe =B, =




2. Obliczenie sity krytycznej w statycznie niewyznaczalnym stupie Sciskanym

Warunki brzegowe:

p
Vol M00=Mo(1/L)Py(x)

A 1) y(0)=0
2) ¢(0)=0
3) y(L)=0
L,=pL 4) M(L)=0
L \—] Poniewaz M(L)= —P y(x),
X to warunek 4 jest tozsamy z warunkiem 3
v
To:—Tl, T]_:Mo /L
) IWOK/ \ 4
D Mo
P
Podstawiajgc M(x)=Moy(1-X/L)-P y(x) otrzymujemy rownanie rozniczkowe ugiecia stupa:
d’y ., M : P
+k?y="9(1-x/L), gdzie k?=——.
dx? y EJ ( ) g EJ

Rozwigzaniem tego rownania jest funkcja: Yy = Asinkx+ Bcoskx+Cx+ D, gdzie state A, B, C i D nalezy
wyznaczy¢ z warunkow brzegowych. Obliczamy pochodne funkcji y(x):

gy = k(Acoskx—Bsinkx)+C
X

d?y oA
e —k?(Asin kx+ B cos kx)

Podstawiajgc te funkcje do rownania rozniczkowego ugiecia otrzymamy rownanie:
i . M .
—k? (Asm kx+ Bcos kx)+ k? (Asm kx+ Bcoskx+Cx + D) = E—Jo(l— x/ L) , ktore po uproszczeniu daje

kz(CX+ D): Mo(l— x/ L), co pozwala obliczy¢ state C i D.

ce M H_Mo
PL’ P
Warunek brzegowy nr 1 daje: y(0)=B+D =0, a stgd B=—D = — M,
. dy M,
Warunek brzegowy nr 2 daje: ¢(0) ~ = kA+C =0, astgqd A=-Clk = WPL

x=0
M 0
kPL

moze by¢ rowne zeru to zerowanie wyrazenia w nawiasie prowadzi do rownania:
sinkL=KkLcoskL, lub tgz =2, 2z=KL.
Najmniejsze nietrywialne rozwiqzanie tego rownania daje pierwiastek: z=kL~4,49340945790906...
z°EJ
L2

Warunek brzegowy nr 3 daje: y(L) = [Sin kL —KLcos kL] =0, poniewaz wyrazenie przed nawiasem nie

Sita wyboczeniowa jest w tym przypadku rowna: Pg =



-1 0 1 2/& 4 5

Site eulerowskq mozna przedstawi¢ w tym przypadku w postaci podobnej do uprzednio pokazanej dla preta
2
. 7°EJ .
swobodnie podpartego: Pg = — gdzie Ly=ul, p=mz~0,69915565964284
Lw
Zredukowana diugosc¢ preta Ly nosi nazwe "dlugosci wyboczeniowej". Wspoiczynnik u —redukujqcy diugos¢
preta wystepuje w podrecznikach z wartosciami roznie zaokrgglonymi, czesto ze znakiem rownosci, co nie
wydaje si¢ poprawne, lepiej wiec bedzie zapisac¢ go w postaci nierownosci: 0,699<u<0,7.



3. Obliczenie sity krytycznej w statycznie niewyznaczalnym stupie Sciskanym

P Warunki brzegowe:
v i MX)=My-Py(

5T 1) y(0)=0
M, 2) p(0)=0
3) y(L)=0
A 4) ¢ (L)=0
L L,=uL Z warunku rownowagi mamy: To=—T1
X v Ze wzgledu na symetrig uktadu Mo= M1 ,
wiec T1=0 oraz Ty=0.
\ 4
Y %K/ Y
T‘TO Mo
P
. . , o . d’y  ,. M,
Podstawiajgc M(x)=My — P y(x) otrzymujemy rownanie rozniczkowe ugiecia stupa: Ve +ky= h

) P
dzie k? = .
g EJ

Rozwigzaniem tego rownania jest funkcja: y = Asinkx+ Bcoskx+C, gdzie state A, B, C nalezy wyznaczy¢ z
warunkow brzegowych. Obliczamy pochodne funkcji y(x):

dy _ k(Acoskx— Bsinkx)
dx

d?y
dx’

=—k?(Asinkx+ Bcoskx)

Podstawiajgc te funkcje do rownania rozniczkowego ugiecia otrzymamy rownanie:

—k?(Asinkx+ Bcoskx)+k?(Asinkx+ Bcoskx+C)= '\EAJO ktére po uproszczeniu daje  k*C = 'I\EAJO , co pozwala

obliczy¢ C = %
P
Warunek brzegowy nr 1 daje: y(0)=B+C =0, astgd B=-C=— :\D/IO

Warunek brzegowy nr 2 daje: ¢(0) = gy =kA=0, a stgd A=0.
X

x=0

Warunek brzegowy nr 3 daje: y(L) = ?0(1— cos kL): 0, poniewaz wyrazenie przed nawiasem nie moze by¢
rowne zeru to zerowanie wyrazenia w nawiasie prowadzi do rownania: ~ CoSkL=1.

Ar*E]
L
Site eulerowskq mozna przedstawic takze w tym przypadku w postaci podobnej do uprzednio pokazanej dla
2

preta swobodnie podpartego: P = ELMIIEZJ gdzie L,= L, 1=0,5.

Najmniejsze nie trywialne rozwigzanie tego rownania daje: kL=2r, wigc B, =




4. Obliczenie sity krytycznej w statycznie wyznaczalnym stupie Sciskanym

lp Warunki brzegowe:
Yy M(x)=My-P y(x)
\ A 1) y(0)=0
2) ¢(0)=0
3) y(L)=y1
4) M(L)=0
Z warunku rownowagi mamy: To=0
L oraz Mo= Py,
X
Mo
Yy “Wwloy
= MO
P
Podstawiajgc M(x)=My — P y(x) otrzymujemy rownanie rozniczkowe ugiecia stupa:
d’y ., M . P
o +k?y=—"0 gdzie k* = __.
oY TE Y EJ

Rozwigzaniem tego rownania jest funkcja: y = Asinkx+ Bcoskx+C, gdzie state A, B, C nalezy wyznaczy¢ z
warunkow brzegowych. Obliczamy pochodne funkcji y(x):

2
Sy:k(Acoskx—Bsinkx), jy k?(Asinkx+ Bcoskx)
X

X2

Podstawiajqc te funkcje do rownania rozniczkowego ugiecia otrzymamy rownanie:

—k?(Asinkx+ Bcoskx)+k?(Asinkx+ Bcoskx+C)= I\E/IJO, ktére po uproszczeniu daje  k*C = II\E/IJO , Co pozwala

M,

obliczy¢ C =

_MO
P

Warunek brzegowy nr 1 daje: y(0)=B+C =0, astqd B=—C=

Warunek brzegowy nr 2 daje: ¢(0) = gi =kA=0, a stgd A=0.

x=0
d’y

Warunek brzegowy nr 4 daje: M (L) =EJ o M,coskL=0, poniewaz Mg nie moze by¢ rowny zeru to

x=L

warunek sprowadza sie do rownania. ~ coskL=0.

=N

412

Site eulerowskq mozna przedstawi¢ w postaci podobnej do uprzednio pokazanej dla preta swobodnie

2
podpartego: P: = 71?] gdzie L,=2L = p L, p=2.

Najmniejsze rozwigzanie tego rownania daje: kL=7/2, wigc P, =



5. Obliczenie sity krytycznej w statycznie niewyznaczalnym stupie Sciskanym

P ¥ Warunki brzegowe:
yt*  M)=M,-Py()
=) 1) y(0)=0
MW 2) P(0)=0
3) y(L)=y1
4) ¢(L)=0
L Z warunku rownowagi mamy. T1=0; To=0
% Ze wzgledu na antysymetrie uktadu Mo= M.
Y ]wok/v —
: MO
P
. _ . : o . d’y .. M,
Podstawiajgc M(x)=My — P y(x) otrzymujemy rownanie rozniczkowe ugiecia stupa: d—2+ koy = 7"
X

gdzie k® = P
EJ
Rozwigzaniem tego rownania jest funkcja: Yy = Asinkx+ Bcoskx+C, gdzie state A, B, C nalezy wyznaczy¢ z
warunkow brzegowych. Obliczamy pochodne funkcji y(x):
dy _ k(Acoskx— Bsinkx)
dx
d?y

e —k?(Asinkx+ B coskx)
X

Podstawiajgc te funkcje do rownania rozniczkowego ugiecia otrzymamy rownanie:

—k?(Asinkx+ Bcoskx)+k?(Asinkx+ Bcoskx+C)= I\E/IJO, ktére po uproszczeniu daje  k*C = II\E/IJO , Co pozwala

M,

bliczy¢ C =
obliczyc 3

Warunek brzegowy nr 1 daje: y(0)=B+C =0, a stgd B=—C = — M,

Warunek brzegowy nr 2 daje: ¢(0) ~ 3?(’ =kA=0, a stgd A=0.

x=0

Warunek brzegowy nr 3 daje: y(L) = NFl)O(l— coskL)=y,.

=-kBsinkL=0,

x=L

Warunek brzegowy nr 4 daje: o(L) ~ g

poniewaz wyrazenie kL nie moze by¢ rowne zeru to zerowac si¢ musi wartos¢ funkcji: sinkL=0.
2
L . . : . , . . . 7°EJ
Najmniejsze nie trywialne rozwigzanie tego rownania daje: kL=r, wigc P, = NERE

Z warunku brzegowego nr 3 mamy zatem y;=2My /P.

Site eulerowskq mozna przedstawic takze w tym przypadku w postaci podobnej do uprzednio pokazanej dla
2

preta swobodnie podpartego: P = ”LWEzJ gdzieL,=L=pL, p=1.



