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Tablica 8-8
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Sily te dla przyietych danych sa zestawione w tabl. 8-9, Wartoéci te naleZy pomnozy¢ przez wspdl™
czynnik EJ/I.
Wykres S, w ukladzie §;, §; pokazany jest na rys. 8-34.

8.4. Stateczno$é¢ ram plaskich w ujeciu metody elementow
skoniczonych '

8.4.1, Uwagi wstepne

Oméwicna w poprzednim rozdziale analiza stateczno$ci ram plaskich jest oparta na za-
lozeniach tzw. teorii drugiego rzedu. Réwnanie rézniczkowe (8-30), stanowiace pod-
stawe okre$lania skladowych macierzy sztywnosci preta prostego zginanego z udzialem
stalej sily osiowej, przedstawia warunek réwnowagi nieskoriczenie malego wycinka
tego preta, znajdujacego sie w kenfiguracyi aktualnej (odksztalconej). Jedli przyjad
za dopuszczalne dwa zaloZenia: o zachowawczym charakterze sily csiowej oraz o nie-
odksztalcalnosci podhuznej preta, wowczas réwnanie (8-30) mozna traktowaé jako do-
Kladny opis matematyczny zagadnienia. Zgodnie ze stosowanym do analizy wyboczenia
ustrojéw pretowych algorytmem metody przemieszezen, dzialanie duzych sit osiowych
w poszczegélnych elementach wplywa na budowe macierzy sztywnosci ustroju.
Parsmetr zalezny od obcigZenia powedujacego powstawanie takich sit wystepuje
w wyrazeniach na skladowe macierzy sztywnoscl w postaci uwiklanej jako argument
funkeji trygonometrycznych lub hiperbolicznych. Warunek zerowania si¢ wyznacznika
macierzy prowadzi zatem do réwnania przestgpnego o bardzo uwiklanej budowie, kt6-
rego rozwigzanie w przypadku duzych wymiardw macierzy nastr¢cza powazne klo-
poty obliczeniowe.

W niniejszym punkcie wyprowadzimy inng, przyblizong postaé macierzy sztywnosci
elementu znajdujacego si¢ pod dzialaniemssily osiowej. Jako podstawe rozwazan przyjmie-
my algorytm postgpowania zwigzany z powszechnie stosowang obecnie meteds element-
tow skoficzonych, ktéra w przypadku ustrojéw pretowych 1 zaloZenmiu nieodksztal-
calnoéci podtuznej elementéw pokrywa si¢ z klasyczng metods przemieszezen. Otrzy-
mane ta drogg wyrazenia na skladowe macierzy sztywnosci pretéw, a w élad za nimi —
— na skiadowe macierzy sztywnoSci ustroju, sg znacznie prostsze. Budowa macierzy
sztywno$ci ustroju pozwala mna zastosowanie standardowej metedy poszukiwania
wartoSci wlasnych macierzy, a zatem znalezienie krytycznych warto$ci obcigZeni jest
znacznie latwiejsze pod wzgledem rachunkowym.
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8.4.2. Réwnanie prac wirtualnych dla preta zginanego z udzialem sily osiowej

Podstawa dalszych rozwazan bedzie réwnanie zasady prac wirtualnych. Réwnanie
takie wyprowadzone zostalo w rozdz. 1. Obecnie uogdlnijmy je na przypadek preta
$ciskanego lub rozciaganego duzg sita osiowa, znajdujacego si¢ ponadto ped dzialaniem
obcigzenia poprzecznego p (x) (rys. 8-3). Nieskoriczenie maly wycinek osi odksztat-
conej tego preta przedstawiony zostal na rys. 8-5, jego réwnowage opisuja réwnania
(8-27). Drugie z tych réwnan przedstawimy obecnie w nastgpujacej postaci:

T = Ty+Ts, (8-165)
gdzie:
daM dw
TH == —'a;” £y TS = S—Ex— - (8“166)

Zgodnie z powyzszymi oznaczeniami, pierwsze z réwnan (8-27) mozna zapisaé naste-
pujaco: '

Ty , dTy | . ]
ge T =0, Sl

Jesli réwnanic (8-167) jest prawdziwe dla kazdej wartoci wspdlrzednej 0 <x <[,
to prawdziwe jest réwniez réwnanie:

I
dT dTy —— =
‘5(7’;“ '":i-—x"" -+ ) wdx = 0 3 (8 168)

gdzie: w = w (x) — wirtualne przemieszczenie osi preta w kierunku do niej prosto-
' padiym.
Wykonujgc po lewej stronie réwnania (8-168) catkowanie przez czgsci otrzymuje-
my:
! - 1 - !
[T w!3~§ TM%_dt-f— !Tsﬁté—§2‘s —g-j—:—dx—i—Sps"dez 0.

0
Uwzgledniajac pierwszy ze wzoréw (8-166), mozemy obliczy¢ drugg catke z lewej

strony powyzszego rdwnania przez powtérne catkowanie przez czeSci. Wprowadzajac
oznaczenia:

L
-2 s, %jc?_: 7 (8-169)

mozemy réwnanie (8-168) zapisa¢ teraz w postaci:

I I i
(TutTs)wly — IMpls + \pwde = \ Midet+ \ Tspdx.  (8-170)

o (1}
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Dwa pierwsze wyrazenia z lewej strony réwnania (8-170) Iatwo jest zinterpretowac
analizujac rys. 8-3 oraz biorac pod uwage réinice zwrotéw sit wewnetrznych M i T
w poréwnaniu do przedstawionych na rys. 8-5. Mozemy napisaé kolejno:

(Tt Ty wlo =Tl =T O w ()T ()@ (0) = W, &+ W, z;,
~Mglo = —M (D) p1+-M (0) 3 (0) = Dy 9ut-B; ;..
Wyrazenia te przedstawiajg wiec prace rzeczywistych sil wezlowych na wirtual-
nych przemieszczeniach przekrojow przywezlowych preta. Trzeci wyraz przedstawia
pracg rzeczywistego obcigzenia p na wirtualnych przemieszczeniach preta. W przypadku

badania stateczno$ci preta wyraz ten jest oczywiscie réwny zeru. Wykorzystujac wpro-
wadzone w p. 8.2.2 oznaczenia:

Q= {W, 9, W, &}, (8-171)
g=1{w ¢ W Puf> 3172

oraz przyjmujgc p = 0, mozZna lewa strong réwnania (8-170) zapisa¢ w postaci:
(Ta+Ts) @l — 1 Mal = g"Q . (8-173)

Prawa strona réwnania (8-170) wyraza prace rzeczywistych sit przekrojowych na
wirtualnych odksztalceniach. Z jej budowy wynika, Ze stan sil przekrojowych okre-
Slony jest przez dwie sktadowe M i T wektora o o nastepujacej budowie:

o= {Ts M}, (8-174)
natomiast stan wirtualnego odksztalcenia — przez skiadowe @, x wektora &
= {F %}. (8-175)

Zgodnie z oznaczeniami (8-174) i (8-175), prawa strone réwnania (8-170) mozna
zapisaé nastgpujgaco:
:
\ Mz dx+-

0

I

Tsgdx = |To dx, (8-176)

(t]

(=TI

a réwnanie zasady prac wirtualnych przyjmuje znang z rozdz. 1 postaé:

1)
§'Q= ¢ dx, (8-177)
. 0
jednak przy innej budowie wektoréw ¢ i o.
8.4.3. ZaleznoSci geometryczne i fizyczne dla preta zginanego z udzialem sily
osiowej
W poprzednim punkcie wprowadziliémy pojecia wektora stanu odksztalcenia & oraz

wektora stanu napreZenia o, ktéry mozna réwniez nazwaé wektorem sit przekrojowych.
83 to jednokolumnowe macierze, ktérych skladowe stanowia wiasciwe dla rozpatrywane-
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g0 modelu ustroju wielkc$ci odksztalcen 1 naprezen (sit przekrojowych). W przypadku
ustroju skladajacego si¢ z pretéw Sciskanych i rozciaganych wektory te, okreslone w kaz-
dym precie, przyjmujg postac:

t=A{9 u}; " a=4{Ts M}, (8-178)
Migdzy skladowymi tak okreSlonych wektoréw zachodza zaleznosci, zwane zwigzkami
fizgcznymi. Z prawa Hooke’a wynika znana z przedmiotu wytrzymalo$¢ materiatéw
zalezno$¢ migdzy momentem zginajacym a krzywizng preta:

M = EFwx, (8-179)
natomiast z rownan réwnowagi nieskoriczenie malego wycinka preta zginanego z udzia:
tem sily osiowej — wykorzystana uprzednio zaleino$é [por. wzory (8-166) i (8-169)]-

1 go=:85 (8-180)
Wprowadzajac kwadratows macierz:

E 5% 8-181
~|o EI|° @181

mozna zwigzki (8-179) i (8-180) zapisa¢ w postaci:

B:;] - [g Eﬂ [ﬂ (5-182)

Wynika stad macierzowy zwigzek miedzy wektorami stanu naprgZenia 1 stanu od-
ksztalcenia:

¢ = Ee, (8-183)

ki6ry ma charakter ogélny. Wystepujaca w nim macierz E nosi nazwe macierzy sprg-
Zystosci,

Wprowadzmy obecnie jeszcze jeden wektor #, okreSlajacy stan przemieszczenia
dowolnego punktu elementu. W przypadku rozwazsnego zagadnienia zginania preta
prostego ma on tylko jedng niezaleZna skiadowa:

u= {w}. ! (8-184)

Skiadowe wektora stanu odksztalcenia & zwiazane sg ze skladowymi wektora
zalezno$ciami rézniczkowymi. W naszym przypadku zwigzki te okrelone sg wzorami
(8-169), przy czym obowigzujg one oczywiscie réwniez w stanie rzeczywistym (bez kre-
sek nad symbolami). Wzory (8-169) mozna zapisa¢ w postaci:

]
L{] e 2 1% (8-185)
i _(;?Eg_ J
lub ogodlnie: : '
& =0, (8-186)

gdzie symbol ¢ oznacza macierz, ktdrej skiadowymi sg operatory rézniczkowe o budo-
wie wiadciwe] dla rozwazanego zagadnienia. Zwiszek (8-186) nosi nazwe zaleinosci
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geometrycznych. Podstawiajac go do wzoru (8-183), otrzymujemy macierzowy zapis
zalezno$ci migdzy wektorem stanu naprezenia a wektorem stanu przemieszczenia w po-
staci:

o = Eou. (8-187)

Na podstawie wzoréw (8-186) i (8-187) mozna wyciagna¢ nastepujacy wniosek:
wszystkie wielkoSci geometryczne i statyczne w kazdym punkcie kazdego elementu
ustroju znane sg wtedy, jesli znane sg skladowe wektora przemieszczenia u oraz zdefi-
niowane wlasciwe dla rozwazanego zagadnienia zwiazki geometryczne i fizyczne.

Na zakornczenie nalezy podkresli¢ oczywisty fakt, ze wszystkie skladowe zdefinio-
wanych tu wektoréw &, o i # s3 funkcjami wspélrzgdnych ukladu globalnego lub Io-
kalnego, przy czym istnicje oczywiscie jednoznaczna transformacja przy zamianie
jednego z nich na drugi.

8.4.4. Macierz funkcji ksztaltu

Stan przemieszczenia dowolnego punktu elementu determinuja przemieszczenia pun-
ktéw wezlowych tego elementu, tworzace w rozwazanym przypadku preta zginanego
wektor g okreslony wzorem (8-172) (przy pominieciu kresek nad symbolami sktadowych).
Migdzy wektorami # i g istnicje zatem liniowa zalezno$é, ktérg mozina przedstawié
nastepujacym wzorem: -

u = Ng . (8-188)

Wprowadzona w tym miejscu macierz N nosi nazwe macierzy funkcji ksztaltu. Jej
skladowe sg skalarnymi funkcjami wspétrzednych ukladu lokalnego x lub & Budowe
tej macierzy poznamy analizujac bardziej szczegblowo wzér (8-188).
Wektor przemieszczen elementu podzieli¢ mozna na dwa podwektory:
9=1{q: @%}> G={w. 9}, a=4ik. (8-189)
Wzér (8-188) mozemy teraz przepisad w postaci:

umN[QE:I,
qr

co wskazuje, ze macierz N ma nastepujaca budowe:
N ={[N; N,]. (8-190)

Kazda z podmacierzy N, (x = i, k) wyraza wplyw skladowych podwektora g na skia-
dowe wektora u, ma wigc tyle kolumn, ile sktadowych ma podwektor q i tyle wierszy —
— ile skladowych ma wektor #. W rozwazanym przypadku, zgodnie ze wzorami
(8-184) oraz (8-189), podmacierz N, mozZna zapisa¢ w postaci:

N, =[N"™ N, a=ik. (8-191)

Skladowe podmacierzy N, sa skalarnymi funkcjami zmiennej x lub & ktére uzalez-
niajg przemieszczenie w (pierwszy gérny indeks) dowolnego punktu elementu od od-
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powiednich przemieszczen w, lub ¢, (drugi indeks) jego przekrojow przywezlowych.
Inaczej moéwigc, sg to funkcje opisujgce ugiecie osi obustronnie utwierdzonego preta,
ktérego podpora « (x =7, k) doznala jednostkowych przemieszczerr liniowych w,
lub katowych ¢,.

W niektérych przypadkach skladowe macierzy funkeji ksztaltu mozna wyznaczyc
w spos6b Scisty. Do takich przypadkéw nalezy wlasnie rozwazane zagadnienie zginania
prgta prostego z udzialem sit osiowych. Wystarczy w tym celu obliczone w p. 8.2.2.4
i 8.2.2.5 stale calkowanie (8-54) oraz (8-63) podstawi¢ do wzoru (8-46), przyjmujac
jednoczednie p = 0. W wigkszo$ci jednak analizowanych ustrojéw wyznaczenie $ci-
stych wzoréw na linig ugigcia (lub w przypadku ustrojéw powierzchniowych powierzch-
ni¢ ugigcia) elementu jest niemozliwe. W takich przypadkach zaklada sie postaci funk-
cji ksztaltu, kierujac si¢ szeregiem kryteridw, z ktérych w tym miejscu wymienimy
jedynie postulat, aby spelnialy one warunki narzucone na przemieszczenia w punktach
wezlowych elementu. Tak tez postapimy i w naszym przypadku, decydujac si¢ na uzy-
skanie rozwiazania przyblizonego, o czym byla mowa w p. 8.4.1.

Przyjmiemy funkcjg kszteltu N w postaci wielomianu trzeciego stopnia:

N, = C+C; §+C; 824-C, &8, (8-192)

ktdry pozwala na spelnienie wiaSciwej liczby czterech warunkéw brzegowych, W przy-
padku poszukiwania funkcji N* beda to warunki okre$lone za pomocg wzoréw (8-52),
natomiast w przypadku poszukiwania funkcjii NP? — za pomocg wzoréw (8-61).
Rézniczkujge wyrazenie (8-192) otrzymujemy:

Nc; = 2+203 E‘E‘Bc-e £ (8'193)

Podstawienie warunkéw brzegowych do wyrazed (8-192) i (8-193) prowadzi do na-
stgpujacego ukladu réwnaid na stale:

ACT=gq", (8-194)

gdzie: C? = {C, C, C; C;}? — wektor niewiadomych stalych,
g’ — wektor przemieszczenn wezlowych okreSlony przez warunki brzegowe
(8-52) 1 (8-61) i majgcy budowe:

g*=1{100 0} day=w,

! (8-195)
q@={00§01 dla y = ¢,
1 g, & £
1 = .  —&
4=15 f zi 3; s
0 1 —3& @ 38

macierz wspotczynnikéw ukladu réwnan, w ktorej uwzgledniono, ze & = —&,.
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Rozwigzujgc réwnanie macierzowe (8-194) otrzymujemy:

Cr=4g, v=wu¢, (8-197)
gdzie:
=3 1 _ & Sa ]
2 2 4 4
3 NS S
S 4f, 4, 4 2k (8-198)
0 6 . oo e
s 4¢,
1 1 1 1
48 48 ag 48

Uwzgledniajac wzory (8-198) i (8-195) wyznaczamy z réwnania (8-197) nastepujace
warto$cl stalych:

— W przypadku przesunigcia podpory « o wielkoéé¢ w, = 1:

i fi B g s ’
etk 2o o <2, (8-199)
— w przypadku obrotu pedpory « o kat ¢, = I:
I 1 . S 1
@y e e = 2 N
CF = 2{ 451 7 4&‘& i Eg}. (8-200)

We wzorach (8-199) i (8-200) uwzgledniono fakt, ze wspdlrzedna &,(x = 1, k) przyj-
muje wartosci +1, zatem mozna przeniesé jg z mianownika do licznika, bez zmiany
warto$ci odpowiedniego wyrazenia.

Podstawiajgc obliczone wartosci statych (8-159) do wzoru (8-192), otrzymujemy
rownanie linii ugigcia prgta od przesunigcia podpory o o wielko§¢ w, = 1, ktére za-
piszemy W nastepujgcej postaci:

N¥=p,(8s oa=1k, (8-201)
gdzie:

e (8) = é— (2438, §-6, 89 (8-202)

Wykonujgc podobne podstawienie stalych (8-200), otrzymamy réwnanie linii
ugiecia preta od obrotu podpory « o kat ¢,

N;? = ; w, (£), (8-203)
gdzie;
0,(8) = — 5 E(LHE, 5 £,59). (8-20)
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OkresliliSmy w ten sposéb sktadowe podmacierzy funkcji ksztaltu N, ktdra, zgod-
nie ze wzorem (8-191), przyjmiemy w nastepujacej postaci:

N.= [@a ® 5o (5)}, w =ik, (8-205)

Mozemy na koniec stwicrdzié, Ze wzory (8-190) i (8-205) okreslajg jednoznacznie
pelng macierz funkeji ksztaltu N dla rozwazanego elementu ramy plaskiej. Pozwala
to, zgednie ze wzorem (8-188), na jednoznaczne ckre$lenie wektora przemieszezenia #
w dowolnym punkcie elementu, je$li znany jest wektor g przemieszczen punktdw
wezlowych elementu.

8.4.5. Macierz odksztalcent

Okreslimy obecnie bezposrednia zalezno§é wektora odksztalcenia w dowolnym punkcie
osi elementu od wektora przemieszezest elementu. Podstawiasjac do wzorn (8-186)
zalezno$¢ (8-188), otrzymujemy nastepujacy zwiazek:
¢e=0Ng, (8-206)
ktéry, po wprowadzeniu oznaczenia:
B =0N (8-207)
mozna napisa w postaci:
¢= Bqg. _ (8-208)
Wzbr (8-208) okresla poszukiwang zalezno$é., Wystepujaca w nim macierz B ma
liczbe wierszy réwng liczbie skladewych wektora oraz tyle kelumn, ile skladowych ma
wektor g. Zgodnie ze wzorem (8-190) mozna ja przedstawi¢ w postaci:
B=[B;, B, (8-209)
gdzie:
B0 . nssik. (8-210)
W przypadku rozwazanego elementu, macierz operatorowa o, zgodnie ze wzorem
(8-185) oraz zaleinodciami (8-31) i (8-32), przyjmuje nastepujaca postaé:

2 B 4 g ‘
R el e
Po wykonaniu operacji (8-211) na podmacierzy N, okreslonej wzorem (8-205) otrzymu-
jemy:
2 ’

7 ) w (&) ]

B, % 5 v H=Hk, (8-212)
— Sl ® =Sl ®

Pelng posta¢ macierzy otrzymamy oczywicie na podstawie wzoréw (8-212) i (8-209).
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Zauwazmy na koniec, ze wzér (8-187), po podstawieniu zaleznoscei (8-208), przyj-
muje nastepujgca postac: : '
o — EBq, (8-213)

a wiec okresla zalezno$¢ wektora stanu naprgzenia (8-178) od wektora przemieszczen
elementu g. Tak wiec, przez wprowadzenie macierzy funkcji ksztaltu N 1 wykorzy-
stanie cbowigzujacych dla rozwazanego preta zaleznodci geometrycznych i fizycznych,
uzaleznilismy wszystkie wystgpujace w nim wielkosci geometryczne i fizyczne od skia-
dowych wektora przemieszczen elementu (8-189).

8.4.6. Wektor sil wezlowych i macierz sztywnosci elementu

Mozemy obecnie wyznaczy¢ réwniez zalezno$¢ wektora sit wezlowych @ (8-171)
od wektora przemieszczed elementu g (8-189). Wykorzystamy w tym celu réwnanie
zasady prac wirtualnych (8-177) oraz zwigzki (8-208) i (8-213), ktore obowiazujg dla
kazdego, a wiec réwniez wirtualnego stanu przemieszczenia i odksztalcenia. Réwnanie
prac wirtualnych w lokalnym ukladzie wspolrzednych bezwymiarowych przyjmuje
postac:
&L
Q= \ §7B7EBg as . (8-214)

-1

Ty

Poniewaz skladowe wektoréw g oraz g nie s3 funkcjami wspéirzednej &, mozna wyla-
czy¢ je spod znaku catki. Ze wzgledu na fakt, ze zwigzek (8-214) jest stuszny dla
kazdej wartoéci przemieszczed wirtualnych — musi zachedzi¢ réwnoS¢ mnoznikéw.
Przyjmujac oznaczenia:

1

\ B"EB at, (8-215)

e |

l
K* =
2
otrzymujemy zalezno$¢ miedzy wektorem sit wezlowych a wektorem przemieszczen
elementu w postaci:

Q=K"g, (8-216)

a wiec identycznej ze wzorem (8-19). Okreslona wzorem (8-216) macierz K* jest wige
macierzg sztywnosci elementu.

Podstawiajac do wzoru (8-215) wyrazenie (8-209) przedstawimy macierz sztywnoSci
elementu w nastgpujacej postaci:

O ?‘} (8-217)
K K
gdzie:
1

;*;:%SB({EBﬁds, B ik, (8-218)

=1
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Wystepujace pod znakiem cakki macierze g, B; i E okreslone sg za pomoca wzoréw
(8-212) (w przypadku macierzy B wskaznik « nalezy zastapi¢ wskaznikiem f§) oraz
(8-181). Podstawiajac te zwiazki do wzoru (8-218) i wykonujgc mnozenie macierzy,
otrzymujemy: '

_48 r I 16E‘] i’ 'y 2S ? r SEI s ffw
] 1 T 0081 " Oz Q8 g Qe 0p B Qx g
* 2 nrcrs -
3= | s .. SEJ ., . LB, |25 (8210

-1 "7 We0p- 3 Op Wy Sw;w;?_}— 2 g Mg

Do wzoru (8-219) nalezy podstawié teraz wyrazenia na pochodne funkcji ksztaltu,
okreslonych wzorami (8-202) i (8-204):

r 3 rr
9?:—4"5”(1“52)9 e T
(8-220)

I

W)= o (=142, B389, o) 5438,

y=ua,f.

Po wykonaniu elementarnego calkowania otrzymujemy ostateczrie podmacierz K
W nastgpujacej postaci:

6 S EJ

srherZey L S5,
- 10 8-221
o 1 6EJ 1 1 B . 3 - (8-221)
““ﬁ“sfp—TEp Sl("fz" & Eﬂ“i“‘ —2—0—) 4‘_1—(3“}"& 5,3)

Okreslong powyzszym wzorem macierz K, mozna przedstawié jako sume dwéch ma-
cierzy:

g = K.,,+K, (8-222)
gdzie:
12EJ 6ET
T 5@ §ﬂ S T Ea
Ky = ; (8-223)
6EJ Ey .
B £ T (34-&: &)
5 5 L .
g '”Z'— & fﬁ = ‘TO“ Sé,

. ; (8-224)
=g - o ("1“5‘ 2 53**55")

Poniewaz wszystkie rozwazania przeprowadzone zostaly dla dodatniej (rozciagajacej
pret) sity § — znak minus we wzorze (8-222) obowigzuje dla ujemnej, czyli $ciskajacej
pret sily S,
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" Dokonujac permutacji wskaznikéw we wzorach (8-223) i (8-224) oraz podstawiajac

£ = —1, & = 1, otrzymujemy macierze K i K’ o mastgpujacej budowie:
~  12EJ 6E] 12EJ 6ET
3 2 B _7"5"
6EJ 4EJ  G6EJ 2ET
X I ] 2 ] g
o 12EJ 6EJ 12EJ 6EJ |’ T (E25)
e T TR B TR
6EJ 2E]  6EJ 4EJ
il I ] I
- 6 S 1 6 S 1 7]
¥ T wmY 5T ™o
1 2 1 1
i b BT § S —5S —wm¥ _—
1 8.8 1 s 6 S _ 1 (5-226)
6 1 10 5 1 10
1 1 1 2
B s ol L

Okreslona wzorem (8-225) macierz K jest wyprowadzong w rozdz. 3 macierzg sztyw-
noéci preta zginanego. Macierz K° wg (8-226) wyraza wplyw sily osiowe]j na sztywnos¢
preta zginanego i nazywana jest geometryczng macierza sztywnosci lub macierzg wstep-
nych naprezef. Pelna macierz sztywnosci rozpatrywanego preta wyraza si¢ wzorem:

K*— K+K° (8-227)

i stanowi przyblizona postaé¢ macierzy (8-71), w ktdrej sita osiowa wystepuje jako ar-
gument funkeji hiperbolicznych lub trygonometrycznych.

Dla wygody analizy calego ustroju metoda przemieszczed dokonamy obecnie
zmiany wektora przemieszczen elementu g oraz, w $lad za nim, wektora sil wezlowych Q.
W punkcie 8.3.3 wyjasniliémy, ze w przypadku zalozenia o nieodksztakcalnosci podiuz-
nej preta istotnymi wielko§ciami geometrycznymi sg nie bezwzgledne wartosci prze-
. mieszczeh ; 1 w,, lecz ich réznica. Przyjmiemy wigc wektor przemieszczen elementu
w postaci (rys. 8-15):

w-_"wi
g={p e v}, P=—75—> (8-228)

y Q={0, 9, ¢}, P=IW. (8-229)
Odpowiadajace wektorom (8-228) i (8-229) macierze sztywnosci K oraz K’ przyjmuja

nastgpujacg postac:
- 4 2 —6
K1 2 4 ——6:‘ , (8-230)

¢ —6 —6 12
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| 2 bl
15 30 10
1 2 1
4 — S S e | -
K* = 81 30 {5 10 (8-231)
B LS bl |
10 10 5
Wprowadzajac do wzoru (8-231) stosowany w p. 8.2 i 8.3 parametr:
2
e ..__'ﬂj il
zapiszemy geometryczng macierz sztywnos$ci elementu nastepujgco:
- 2 . 1. 1.
15 30 10
Ey 1 2 1
(I o [ ) [ _ -
o I gt 30 15 10 iress)
=1 1 $
10 10 5 |

Podajmy na koniec, wykorzystujac wzér (8-227), w jawnej postaci macierze sztyw-
nosci preta obustronnie utwierdzonego, zginanego z udzialem sily osiowej S. W przy-

padku dziafania sily rozciagajacej mamy:

o+ 255 ¥
EJ 1 2
x® ___ 2
Ke=—| 2—5514 4z
_ 1) 1 ., 6 .,
| (6+ 10,1) (6+ 10,1) 124 1

(o)

A? e (6—}— —1% }.3)

L] (8"233)

natomiast w przypadku preta $ciskanego macierz sztywno$ci przyjmuje postaé:

_2 5 e e 1
424 AR (6 !
EJ 1 2 1
A N _ s i (P
i _~_1_ 2 Bl _._L 2 - 6 2
(o d#) (e d#) mfs

.

(8-234)

Wzory (8-233) i (8-234) stanowig przyblizenie wzoru (8-130), w ktérym podano ma-
cierz sztywnosci preta uzyskang po przyjeciu Scistych funkeji ugiecia preta zginanego

i jednocze$nie rozcigganego lub $ciskanego.

15
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8.4.7, Wyznaczenie sily krytycznej w ramie

Przykiad 8-7. Obliczmy przybliZong warto$¢ sily krytycznej dla ramy pokazanej nma rys. 8-35.

Rozwiazanie, Okre§limy najpierw wektor przemieszczen ramy
i poszczegdlnych pretow, Jesli wektorowi przemieszczern ramy nadamy

lg postac: :
[Z2] B g = {p; ¢; &},
L Z ‘ to ze wzgledu naroclzywisty zZwigzek:
o - ) vy =i = 05
i EJ=const ?: ~! wektory przemieszczen pretéw w ukladzie globalnym i lokalnym beda
réwne i mozna je zapisaé nastgpujaco:
% . - ‘;fl:{_%_ﬁs}s q* = {i__PlI(PE}J 93:_{992 Gs}. g1 3y
bz T Macierze sztywnodci dla pretéw I i 2 oblicza sie zgodnie z zasadami wyle-
L Zonymi w rozdz. 3: :
Rys. 8-35 K — EJ 4 =0 :{ Rt EJ [4 2]
T 1 b-e cz)? i |z oag?

natomiast macierz K3 utworzymy, kKorzystajac ze wzoru (8—234). Wprowadzajac dla wygody obliczen
oznaczenie: i

Sie
— (8-235
= 3087 ‘ )

otrzymamy
Ko EJ [ 40-w —3@-m ] :
I [-3@2—p 12 (1=3w) |~
Macierz sztywnosci ramy po zloZeniu jej z macierza sztywnosci pretéw zapiszemy nastgpujaco:
— 8 2 —6
EJ
2 2 4e-w 3w |,
—6 —3(2—p 12(2—3u)

K=

a warunek wyboczenia przybierze znang postaé:
K| = 0.

Warto$¢ wyznacznika nie zmieni sig, jedli wiersz §rodkowy pomnoZymy przez cztery, odejmiemy od
gbérnego i pomnozymy przez trzy, dodamy do dolnege, Otrzymamy teraz:

0 2—16 2—u) —6+12 (2—p)
2 42— —3@—w

|_ 2ku30+16,u 18—124)
0 —3@-@+12@—p) 122—3)—9 2—m)|

18—9u  64+27u
Jedli z pierwszego wiersza wylaczymy liczbe dwa, a z drugiego trzy, to wyznacznik przybierze postac:

—(15—81) 9—6
B #
| 3@—m 2-9u

:0,

a po rozwinigciu da si¢ zapisaé¢ w formie réwnania:

—(15+8) @—9)—3 2—w) (9—6) = 0.
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Ostatecznie, po uporzadkowaniu dostajemy réwnanie kwadratowe:
#E—2,3781t4-0,933 = 0,

kiorego mniejszy pierwiastek wynosi:

= 0,496 .

a 2

Wykorzystujac zalezno$é (8-235), otrzymamy przyblizong wartodc sily krytyczoej w ramie:

Siy = 30-0,496 J%J— — 14,9 % )

Je3li do wyznaczenia tej sily zastosowaliby$my wzory scisle (por. p. 8.3), wartos$c jej wyniostaby

E,
S;“- == 15,8 "'?;L .

8.4.8. Uwagi korficowe

Rozwigzany powyze] przyklad 8-7 stanowi ilustracj¢ zastosowania geometrycznej
macierzy sztywnoéci do wyznaczania obcigzen krytycznych dla ram plaskich. Ogolnie
mozna stwierdzié, Ze parametr A, zawierajacy warto$¢ obciazenia krytycznego S,
wyznacza si¢ drogg poszukiwania nietrywialnych (niezerowych) rozwiazan jednorod-
nego macierzowego réwnania metody przemieszczen:

K*0)g=0. (8-236)

Macierz sztywnosci ramy K*(4), po zloZeniu jej z macierzy sztywnoéci elementéw
[por. wzory (8-230) i (8-232)], mozna przedstawi¢ w postaci

K*(2) = K- 2*K®, (8-237)
a zatem rownanie (8-236) przybiera formg:
Kg = 2’K°q . (8-238)

W przypadku ramy o duzej liczbie niewiadomych obrotéw 1 przesuwéw, anali-
tyczne rozwijanie wyznacznika macierzy K*(1) 1 wyznaczanie pierwiastkow tzw. réw-
nania wiekowego (sekularnego) jest bardzo pracochlonne, a wigc — nieefektywne.
Obliczenia nalezy przeprowadza¢ numerycznie, korzystajac, w miar¢ mozliwosci,
z gotowych standardowych programéw na EMC. Mozna tego dokonaé przeksztalcajgc
rownanie (8-238) do postaci:

Ax = A*x (8-239)

i poszukujac wartodci wlasnych A% macierzy 4 z réwnania:
|A—2 = 0. (8-240)

W tym ‘celu nalezy macierz K¢ przedstawi¢ w postaci iloczynu macierzy tréjkgtnych:
K= G"G, : - (8-241)

15*



