ROZDZIAL IV. STATYKA PLASKICH UKLADOW RAMOWYCH

Wybranie wiasciwego modelu obliczeniowego konstrukcji jest niezwykle wazne dla
jakos$ci 1 doktadnos$ci otrzymanych rezultatow. Decyzja czy dana konstrukcja jest rama czy
krata (np. kratownica o sztywnych weztach) jest czgsto subiektywna i zalezy od
doswiadczenia i intuicji wykonujacego obliczenia.

W rozdziale tym przedstawimy kolejny model konstrukcji pretowej - rame ptaska,
ktory rozszerzy mozliwosci modelowania rzeczywistych uktadéw pretowych. Element ramy
plaskig jest elementem ogolnigjszym od przedstawionego w rozdz. Il elementu kratowego,
gdyz przy jego pomocy mozna réwniez modelowac¢ idealne konstrukcje kratowe (przegubowe
polaczenia elementow w wezlach). Najprosciej mozna by rzec, ze rama jest konstrukcja,
ktorej prety moga by¢ zginane a w kratownicy tylko $ciskane lub rozciagane. Ma to
nastgpujace konsekwencje:

- pret (element) ramy moze by¢ obcigzony miedzy weztami,

- mozliwe jest modelowanie r6znego typu obcigzen: sil skupionych, momentéw skupionych,
obcigzen ciaglych,

- pofaczenie elementu z weztem moze by¢ potaczeniem sztywnym, gdy kat obrotu wezta i
przekroju przyweztowego elementu sg jednakowe, lub przegubowym, gdy mozliwe sa
niezalezne obroty wezta i przekroju przyweztowego,

- wezel ramy ptlaskiej ma trzy stopnie swobody tzn. dla wyznaczenia jego potozenia musimy
zna¢ dwie skladowe wektora przesunigcia Uy, Uy oraz katy obrotu ¢z.

W przypadku ram ptaskich bedziemy pomijali indeks Z przy katach obrotu, gdyz
wszystkie katy obrotu na plaszczyznie XY, ktérej bedziemy uzywali do opisu konstrukeji, sg
katami obrotu wzgledem osi Z. Zaldézmy tez, ze element ramy jest prosty i jednorodny, tzn.
wykonany z jednakowego materiatu oraz o statym przekroju poprzecznym. Rys4.1l
przedstawia widok elementu ramowego oraz kierunki i zwroty przemieszczen i sit

weztowych, ktore uwazac bedziemy za dodatnie.
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Y . .
osie gtdéwne
| przekroju
A-A

Rys.4.1

4.1. MACIERZ SZTYWNOSCI ELEMENTU RAMY PLASKIEJ

Przemieszczenia i sity wezlowe pokazane na Rys.4.la, b pogrupujemy tak jak
uprzednio (rozdz. II, IIT) w macierze jednokolumnowe, ktére nazywac¢ bedziemy wektorami.

Wektor przemieszczen wezta poczatkowego i 1 koncowego j w uktadzie lokalnym (Rys.4.1b):

Uix ujx
U'i = Uiy y U'J - ij . (41)
@i Q;

Wektory sit weztlowych w lokalnym uktadzie wspotrzednych

le ij
M M

Wektor przemieszczen elementu w uktadzie lokalnym:
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(4.3)

Mt (4.4)

Ui = UiY ’ UJ = U]Y f (4'5)

=| Fiy |, (4.6)

(4.7)

M | (4.8)
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Tak jak w poprzednich rozdziatach kluczowe znaczenie bedzie miat zwigzek miedzy
sitami wezlowymi elementu a przemieszczeniami weziow. Zwiazek ten (analogiczny jak

réwnanie 2.5 dla kratownicy) w lokalnym uktadzie wspotrzednych ma postac:

K-eu-e:f-e, (49)
a w uktadzie globalnym:
Keu®=f°. (4.10)

Skupimy sie teraz na poszukiwaniu macierzy sztywnosci K'® w lokalnym ukladzie
wspotrzednych a nastepnie jej transformacji do uktadu globalnego.

Réwnania réwnowagi elementu przedstawionego na Rys.4.lb prowadzg do
nastepujacych zwigzkéw miedzy sitami wezlowymi:

ZFx:Fix+ij:0 - I:ix:_F' ;

jx o
_ _0- 411
Y F,=F,+F,=0; (4.11)
DM =M +M;+F,L=0.
Jak wida¢ brakuje jeszcze trzech réwnan, aby wyliczy¢ sze$¢ sktadowych wektora

f'®. Rownan tych dostarczg nam rozwazania dotyczgce odksztalcen elementu. Deformacja
spowodowana sitami osiowymi Fix oraz Fjx jest identyczna, jak dla elementu kratownicy,
skorzystamy wigc z wyznaczonych wczesniej zaleznosci 2.11, 2.12a Pozostate roOwnania
otrzymamy rozwazajac deformacje gietng elementu oraz zwigzek miedzy sitami
poprzecznymi i momentami zginajagcymi. Jak wiadomo miedzy krzywizng a momentem
zginajagcym zachodzi zwigzek (por. [8]):

d?y

dx? M(x) (4.12)

2 EJ,
o) [
{1+ dx

gdzie p oznacza promien krzywizny, E - modut Younga materiatu, J, - moment bezwtadnosci

1
p

przekroju poprzecznego elementu (por. Rys.4.1).
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Ay

Rys.4.2

Rownowaga fragmentu preta zginanego (Rys.4.2) dostarcza rownania
dM (x) (4.13)
dx

Odmienny niz to si¢ zwyklo przyjmowaé znak prawej strony rownania (4.12) (por. [8])

T(x) =

wynika ze zwrotu os y lokalnego ukladu wspétrzednych, ktory w naszych zalozeniach
skierowany jest ,,do gory”.

Poniewaz zajmowaé si¢ bedziemy tylko liniowymi konstrukcjami o matych

d . :
ugigciach, przyjmiemy d_Z << 1, co pozwoli uprosci¢ rownanie (4.12) do znangj postaci:

d%y _ M (4.14)
dx?  EJ,

Rézniczkujac dwukrotnie to rownanie otrzymamy zwigzek (por. [8], [10]):

d4y _ gy (%) (4.15)
ax* B3,

gdzie qy(x) oznacza ciagte obciazenie prostopadte do osi elementu. Rozwazany tu element
wolny jest od obcigzen migdzyweztowych, wige g, = 0.

Ostatecznie otrzymujemy poszukiwany uktad rownan rézniczkowych:

d4
a) d7=0,
) d_zy: M (x) (4.16)
2 EJ, '
&y T
dx®* EJ,

Po scatkowaniu zaleznosci (4.16a) otrzymamy rownania
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- linii ugigcia elementu ramowego:

x3 N (4.17)

y(X) =C1€+C2?+C3X+C4,

- momentu zginajacego:

M(x) = EJ,[Cx+C,], (4.18)
- sily poprzeczne;j:
T(x) = BEJ,C,, (4.19)

gdzie C; ... C4 oznaczajg stale catkowania, ktore nalezy wyznaczy¢ z warunkéw brzegowych.
Mamy cztery warunki brzegowe

- wwezlei, x=0:

y(0) = Uy,

dy (4.20)
dx

= Qj,

o
- wwezle |, x=L:
y(L) =uj,

dy (4.21)

ax| i

X=L

Po podstawieniu tych warunkow otrzymamy z réwnania (4.17) nastgpujace wartosci

stalych catkowania:

6 Ujy — Uy
Q:?[(Pi TO; _Z—L ],

1 Ty (4.22)
Cs=¢;,
C4 = Uly.

Stad, po wstawieniu do rownan (4.18), (4.19) i uwzglednieniu zwrotow momentow

wezlowych oraz momentow zginajacych (por. Rys.4.11 Rys.4.2) otrzymamy:

EJ Uy — U
M; :—M(O):TZ[‘kPi +2¢; —6%}

M. = ML) = 222 20 140 — oy~ Yy
i =M(L)="="120; +49; -6 —, (4.23)
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EJ, Ujy — Uy
Ry, =T(0) = E 6p; +6¢; —12 T |

EJ,
Fy=-T="3

Uy, — U
|:—6(pi—6(pj+12¥}.

Zestawiajagc w odpowiedniej kolejnosci rownania (2.12a) i (4.23) otrzymujemy

ostatecznie poszukiwang macierz sztywnosci:

EA EA
L L
EJ EJ EJ, _EJ
12 |_3Z 6 L; -12 |_3Z 6 L;
e - (4.24)
K '€= 6EJZZ 4B, _GEJZZ =V
L L L L
EA EA
L L
EJ EJ EJ EJ
-12 |_3Z -6 L; 12 |_32 -6 L;
EJ EJ EJ EJ
6 z 2 4 _ 6 4 4 z
L? L L? L

Zwiazki opisane rownaniami (4.23) znane s3 w mechanice budowli (w nieco innej

postaci) pod nazwa wzoréw transformacyjnych metody przemieszczen (por. [10]).

4.2. TRANSFORMACJA MACIEZRY SZTYWNOSCI Z UKEADU LOKALNEGO
DO GLOBALNEGO

Przeniesienie macierzy K'® do globalnego uktadu wspotrzednych odbywa sie wg
analogicznych regul jak te, ktore zostaly opisane w p.2.4 réwnaniem (2.34). Do utworzenia
macierzy obrotu elementu potrzebna nam bedzie R; - macierz obrotu z uktadu lokalnego do
globalnego wezta i. Poniewaz trzeci stopien swobody weziow ramy jest obrotem wokot osi z,
ktéra nie zmienia swojego polozenia, gdyz jest caly czas prostopadia do plaszczyzny Xy, to
obrét bedzie identyczny z obrotem elementu kratowego:

Ux = Uy COSaL — Uy SinaL,

Uy = Uy Sina.+ U, cosa.,

Piz = Qi =0y,
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lub w postaci macierzowe

Uiy c —s O}luy
Uy [=|s ¢ Ofuyl,
i 0 0 1o
c -s O
gdzieR,=|s ¢ O
0O 0 1

up =R;uy,

(4.25)

Zgodnie z zatozeniami poczynionymi na wstgpie element ramy jest prosty, tak wiec

macierz transformacji wezta | jest identyczna z R; co doprowadza do ostatecznej postaci

macierzy transformacji elementu:

Re

O O O O w

c

-s 00 O
c 00 O
0O 10 O
0O 0 c -s
0 0 s c
0O 00 O

0

O O O O

(4.26)

Po wykonaniu mnozen macierzy opisanych rOwnaniem (2.34) otrzymamy macierz

sztywnos$ci elementu ramowego w globalnym uktadzie wspotrzednych. Postaé jej jest niestety

do$¢ ztozona:

e E“]Z
K*® = 2
J
22 =
AL?

Uix Uiy Pix Ujx Ujy Pjx
(2 ., E(i_ ) el A, _&(L_ ] ] |
f[x_”lzs] Lz ~12)  -6s - Lloz+12s Lz 1) -6s |Fix
sc( 1 1( ¢ sc(1 1( ¢
T (7\1_2 — 12) I (7\1—2 + 12C2j 6C — T(F — 12) _ E(F + 12C2 6C Fiy
(4.27)
-6s 6c 4L -6s -6C 2L i
1 C2 2 |1 _ E (i _ ) _ 1 CZ 2 E(i _ ) .
sc( 1 1 52 sc( 1 1 52
- T(? - 12) - E(? + 12C2j -6¢ L (X_Z - 12) m (7»_2 +12¢? -6c [Fy
-6s 6C 2L 6s -6¢ 4 |V
C = COSa. s=sna
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4.3. KONDENSACJA STATYCZNA MACIERZY SZTYWNOSCI
Element ramowy nie zawsze potaczony jest z wezlem w sposdb zapewniajacy
zgodnos¢ wszystkich przemieszczen wezta i przekroju przyweztowego preta. Najczescie)

takimi niepelnymi potaczeniami jest polaczenie przegubowe pokazane na Rys.4.3.

e,

Rys.4.3

W potaczeniu tym kat obrotu wezta nie wptywa na obrét przyweziowego przekroju
elementu, ktory moze obraca¢ si¢ niezaleznie od wezta (element €, na Rys.4.3).

Nieznany kat obrotu takiego elementu wyznaczamy z dodatkowego rdéwnania,
ktérego dostarcza warunek rownowagi momentow w przegubie. Mozna zatem zredukowac
ilos¢ stopni swobody elementu, gdyz dodatkowy warunek rownowagi pozwoli wyeliminowac
z uktadu réwnan jedno przemieszczenie. Pokazemy sposob eliminacji stopnia swobody na
przyktadzie dwoch rodzajow potaczen elementu z wezitem.

Przykiad nr 1 - polaczenie przegubowe (Rys.4.4).

(o ]
O 0

Rys.4.4

Dodatkowy warunek rownowagi przekroju przyweztowego i:
M; =0, (4.28)

prowadzi po uwzglednieniu rownan (4.2), (4.9) oraz (4.24) do warunku:

B[ u

6 L 40 6L 129 |=0
2] 6" s dg, -6 420, |=0, (4.29)

a stad wyliczamy poszukiwang warto$¢ kata obrotu przekroju przy wezle i:
3 uiy 3 ujy 1 (430)

Pt L 2%
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Po wstawieniu tego wyniku do réwnania (4.9) przy uwzglednieniu macierzy (4.24)
otrzymamy:

EJZ uiy 3 uiy 3 ujy 1 ujy
Fw:?{lzT%(‘ET*ET‘E‘PJ‘ Baiedi

F _ EJz _12ul_6(_§ul+§ui_i j-l-lzui—&p _
T L 2L 2L 2% L T (4.31)

a stad nowa macierz sztywnosci elementu z przegubem w wezle i

A ) BA 0
L L
EJ EJ EJ
0 3 y4 O _ z z
L MIERRST
K -e(3,i) — (4'32)
A ) Ay 0
L L
EJ, EJ, EJ,
0 =33 0 33 -3
EJ EJ EJ
0 z O _ z z
3 35 3

Indeksy gorne (3,i) w oznaczeniu macierzy sztywnosci (4.32) informuja, ze
wyeliminowany zostat trzeci stopien swobody w wezle poczatkowym.

Przyktad nr 2 - potaczenie przesuwne (Rys.4.5)
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L
o =
)

Rys.4.5
Dodatkowym warunkiem jest tu znikanie sity osiowej w wezle j:
Fix=0, (4.33)
co po analogicznych jak poprzednio przeksztatceniach doprowadza do réwnania:
FiX = 01 (4.34)
oraz nie zmienia zaleznosci dla pozostatych sit weztowych.
Macierz sztywnosci takiego elementu przybiera nastgpujacg postac:
EJ EJ EJ EJ
12 L3Z 6 LZZ -12 L3Z 6 LZZ
K L) = 6E 4B 6B LB | (4.35)
L2 L L2 L
EJ EJ EJ EJ
12 L3Z -6 LZZ 12 L3Z -6 LZZ
EJ EJ EJ EJ
6 Y4 2 z _ 6 Y4 4 z
L2 L L2 L

Ierekw gorne (1,j) w oznaczeniu tej macierzy informuja, ze wyeliminowany zostat

pierwszy stopien swobody w we¢zle koncowym elementu.

Przedstawiony tu proces nosi nazw¢ kondensacji statycznej macierzy sztywnosci.
Podamy teraz zapis macierzowy operacji prowadzacych do skondensowaneg macierzy
sztywnosci. Dla ufatwienia zalozymy, ze eliminowanym stopniem swobody jest ostatni

stopien swobody elementu. Wektory sit i przemieszczen weztowych oraz macierz sztywnosci

podzielimy na bloki:

f, |2 Ky Ko U | (4.36)

fo Ko K oo U

zc-g,dzie ze wzélqdu na symetri¢ macierZ}_/ mamy:

Kn:KL’Km:KL’
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K o jest macierza o wymiarach 1x1, a wigc skalarem, skalarami sa réwniez bloki f, i u,.

Mnozenie blokéw macierzy (4.36) daje:
a) f;=Kyu;+KygUg,
b) fp=0=Kyu; +Kg U, - skalar.

Z rownania (4.37b) wyliczymy

-1
Ug =—-Kog Ko Uy,

a po wstawieniu tego zwigzku do (4.37a) otrzymujemy:

fi=Kpu; —K K (_)éK 01U1»
lub krocej

fl = K”Ul,

gdzie:

K"= Kll_KloKaéKIO’

jest skondensowang macierzg sztywnos$ci elementu.

(4.37)

(4.38)

(4.39)

(4.40)

(4.41)

Pozostaje jeszcze wyznaczy¢ wektor f; obcigzenia elementu. Otrzymamy go przez

zlozenie wektora obcigzenia elementu ze sztywnymi polgczeniami z weztami f °i obcigzenia

wywolanego przemieszczeniem wezta zwolnionego z wiezow f"

T
fol |fo] |fo

Poniewaz
fo= fé’ —f(‘f =0,
to

fo =fg = Kguy +Koguo,

a stad

up = (K %) 1S,

gdyz pozostate przemieszczenia, tzn. U; rowne s3 zeru. Ostatecznie otrzymamy

f =12 —K (K S) e

(4.42)

(4.43)

(4.44)

(4.45)

(4.46)

W podany sposéb mozna wyeliminowa¢ dowolny ze stopni swobody elementu,

wymaga to jednak nieco bardziej ztozonych przeksztalceniu. Pozostawiamy to zadanie jako

¢wiczenie dla uwaznych czytelnikow.

83



4.4. WARUNKI BRZEGOWE PLASKICH KONSTRUKCJI RAMOWY CH

Podpory ram plaskich obejmujg wszystkie wymienione w rozdz.ll podpory
przegubowe oraz podpory sztywne, ktore uniemozliwiaja obrét wezla podporowego.
Symboliczne oznaczenia tych podpdr oraz warunki brzegowe je opisujace pokazane sg na

Rys.4.6.
a) podpora sztywna (petne zamocowanie)

Y
u,=0

Uy =

R @ ¢,=0

b) podpora sztywno-przesuwna (przesuw w kierunku osi gloablnej X)
Y

u,=0

@ ¢,=0

| .
A&
R,
¢) podpora sztywno-przesuwna (przesuw w kierunku osi gloablnej Y)

1

u,=0
R ¢,=0
S § AN
X
]‘N
Rys.4.6

Uwzglednienie warunkoéw brzegowych wymaga modyfikacji globalnej macierzy
sztywnosci konstrukcji 1 przebiega identycznie jak dla kratownic plaskich (p.2.6), nie
bedziemy wiec szerzej opisywac tu sposobu modyfikacji macierzy. Mozliwa jest oczywiscie
cata gama innych podpér jak przesuwne podpory ukosne, podpory sprezyste, ktorych
uwzglednienie réwniez przebiega analogicznie jak w opisanych w rozdz.Il przypadkach

podpor kratownic.
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Jako ogo6lng metode uwzgledniania nietypowych podpdr, proponujemy uzycie
zamiast nich odpowiednich elementow brzegowych, ktore opisane beda w nastgpnym

punkcie.

4.5, ELEMENTY BRZEGOWE RAM PLASKICH

Element brzegowy jest wygodnym obejsciem problemow jakie napotykamy przy
uwzglednieniu réznych, nietypowych warunkow brzegowych. Pozwala, co prawda w sposob
przyblizony, lecz wystarczajaco doktadny, modelowaé podpory sztywne, sztywno-przesuwne,
oraz zastapi¢ podpory sprezyste.

Przedstawimy teraz pojedynczy dowolnie nachylony element spr¢zysty, schemat tego

elementu i uzywane oznaczenia pokazuje Rys.4.7.

Rys.4.7

Sztywnosci sprezyn: hyy oraz hyy sa sitami, ktore trzeba przytozy¢ do ich koncow, aby
wywota¢ jednostkowe ich wydtuzenia. Sztywno$¢ obrotu podpory - gr jest momentem
niezbednym do wywotania obrotu wezta r o kat jednostkowy.

Macierz sztywnosci takiego elementu w lokalnym uktadzie wspotrzednych ma

postac:
hy, O O

K=l 0 h, O] (4.47)
0 0 g

Jg transformacja do uktadu globalnego przebiega analogicznie jak w przypadku
zwyktych elementéw ramowych, czy kratowych z tym wyjatkiem, ze dotyczy tylko jednego
wezta (2.34). Macierz obrotu wezta opisana jest rownaniem (4.15). Mozna, wiec zapisaé
rownanie transformujace macierz K ' do uktadu globalnego:

K°=R,K®R/. (4.48)

Po uwzglednieniu rownan (4.15) i (4.47) otrzymamy:
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¢h, +?h,  sdh,—h,) 0
K= so{h,~hy) ch,+s?h, O,
0 0o g

(4.49)

gdzie s=sina , €= cosa. .

Przy modelowaniu podpoér niepodatnych nalezy =zalozy¢é duza sztywnosé
odpowiedniej sprezyny. W wickszosci przypadkow sztywnosé rzedu 1-10%° zapewnia bardzo
dobra zgodnos$¢ wynikow uzyskanych ta metoda z wynikami metody doktadne;.

4.6. SILY WEWNETRZNE WYWOLANE OBCIAZENIEM STATYCZNYM

Roéznorodno$¢ obcigzen, ktére moga oddziatywa¢ na konstrukcje ramowa jest
znacznie wieksza niz byta w przypadku kratownicy. Na elementy ramy oddziatywaé moga
obcigzenia skupione (sily, momenty), ciagle (cisnienie, obcigzenie momentowe) i termiczne.
Utozenie rownan rdwnowagi wymaga zastgpienia obcigzen miedzyweztowych rownowaznym
uktadem sit i momentoéw skupionych, dziatajacych na wezly. Sposob redukcji obcigzenia do
wezlow bedzie przedmiotem naszych rozwazan w tym punkcie.

Réwnania (4.17) i (4.22) okreslaja przemieszczenie elementu zginanego w kierunku
oS y uktadu globalnego. Po dodaniu réwnan opisujacych przemieszczenia w kierunku
osiowym otrzymamy zwigzki definiujace wektor przemieszczen dowolnego punktu lezacego
miedzy weztami.

Uy (%)
u(x) = | u,(x) = Nu®, (4.50)

gdzie N jest prostokatng macierzg funkcji ksztattu. Sktada si¢ ona z dwoch blokow Ni(X) -
macierzy funkcji ksztattu dla wezta poczatkowego oraz Nj(X) - macierzy funkcji ksztattu

wezta koncowego.

N(x) = [Ni (x) Nj(x)]. (4.51)
Z réwnania (4.17) i (2.10) otrzymaé¢ mozna obie macierze:
o,(8) 0 0
N()=| 0 8 LogE)l|,
1 ] ]
0 Tos (&) sl ] (4.52)
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N;(x)=| 0 04(8)  Loglg)|,

gdzie bezwymiarowe funkcje ksztattu coi<§) (i = 1,2...6)) oraz ich pochodne cof(&),
cof'(i) , zebrane s3 w Blad! Nie mozna odnalez¢ zrodla odwolania.. Wprowadzono tu
wygodna, bezwymiarowa wspotrzedng & = x/ L.

Rozwazmy teraz pret (element) ramy ptaskiej obcigzony obcigzeniem statycznym

(Rys.4.8).

Rys.4.8

Sity weztowe f ®znajdziemy zapisujgc warunki rownowagi elementu. Skorzystamy z zasady
prac wirtualnych:

w, = () ue (4.533)

n

jest praca sit weztowych,
L

W, = [, () uy (x)+ G (x) () + my () 9(x) aix (4530)
0

jest pracg sit zewngtrznych (obciagzenia statycznego).
Sity skupione i momenty rowniez mozna analizowaé w ten sposob zapisujac:
A(x) = 8(X=%,) P, my(X) = 8(x=%,) M, (4.54)
gdzie 8(Xo) jest dystrybucja delta Dirac’a zdefiniowang nastgpujaco (por. [11]):
3(X—X%,) =0, gdy X<Xo; 8(X—X,) > o, gdy X=X5; 6(X—X,) =0, gdy x>X, . (4.55)
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Tab.4.1

Nr 1 2 3 4 5 6
®, 1-¢ g 1-362 4268 £?(3-2¢) g1-2e% + ) —g%(1-¢)
12 12 12 1/2 1/8

wykres o, 1 ! T 18 L

;' -1 1 —65(1-¢) 65(1-¢) 1—4¢ + 362 —g(2-3)

372
wykres o, w m IR /1
an |-1/4 -1/4I
o, 0 0 —6+12¢ 6-12¢ — 4465 —2+6¢
. Al Tal /I6 6'\ _ ]

Wykres O, v, \ -6|/ \|-6 Vi 2 L= 4
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Rownowaga el ementu zostanie zachowana, gdy

Wh+W, =0, tzn.

(f 'e)Tue = —”q(x)]T u(x)dx , (4.56)

Ax(%)
a(x) =| a,(x) |. (4.57)
my(X)
Wstawiajac do (4.56) wyrazenie na wektor przemieszczen elementu (4.50)
otrzymamy:
L
(f 'e)Tue = —IqT Nu®dx, (4.58)
0
; L
(f*)" =—[Nqax, (4.59)
0

ktére umozliwi nam redukcje obcigzen dziatajacych na elementy do weztow. Nalezy
pamietac, ze w rdGwnaniach rdwnowagi wystepuja sily dziatajace na wezly, a te sg przeciwnie
skierowane do sit dzialajacych na element (por. rys. 2.11), nalezy wigc odejmowac je od
wektora sit weztowych konstrukcji.

Sprawdzimy skuteczno$¢ rownania (4.59) na trzech prostych przyktadach:
- obcigzenie silg skupiong przytozong do $rodka elementu,
- obcigzenia momentem skupionym,

- obcigzenia ciggltego rOwnomiernie roztozonego na calym elemencie.

Przyktad nr 1.

Rys.4.9
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Wprowadzimy dla wygody obliczen bezwymiarowa wspotrzedng & = x/ L. Sitg skupiong
zapiszemy w nastepujaco:
0

q(g) =| Ps(g - 05)
0

i po wstawieniu do réwnania (4.59) otrzymamy:

(&~ 05)w4(&)

L T 0 1
f.e:_£ ((:::IJ))T - Pa(g ~05) |d¢ = P{ LS(‘;’_%S)%(&) dg =

5(& - 05Jo,(8)
L3(¢ - 05)wg(2)

0 0
®5(05) 05
Lws(05 L/8
e 505 e
0 0
® 4(0.5) 05
| Log(05)| |[-L/8]
czyli:
1 1
F,=0, Fiy=§P, Mi=§PL,
1
FJX:O,ij:EP, M;=-4PL
Przyktad nr 2.
y
M
F, ,L@ /\ : oy
> ] >
A v N
MR FI M,
L2 e L2
x, E=x/L L L
*——p
Rys.4.10
Moment skupiony przytozony do $rodka elementu zapisujemy przy pomocy delty
Dirac’a
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~ M,3(&-05)
Po wstawieniu wektora obcigzenia do rownania (4.59) otrzymamy:

0
®3'(£)8(¢-05)/ L

fre_ MOW(Ni)T] 8(8 d‘E,.:Moi m5'(g)5(§a—0.5) e

®,'(€)8(&—-05)/ L
| 06'(8)3(e-08) |

0
3
2L
1
4
=M, ¢
3
2L
1
L 4]
czyli
3 1
Fi =0, Fy=-5Mo» Mi=-M,,
3 1
ijzo,FJy—ZMo, MJ:_ZMO'
Przyktad nr 3.
> q
p oy
N
A / *
M\A F FI M,
L
) x, E=x/L L
Rys.4.11
Obciazenie ciggle rownomiernie roztozone na catej dhugosci elementu daje wektor
obcigzenia:
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0

q(&) = ao| - 1|.
0

Po podstawieniu wektora q(a) do (4.59) otrzymujemy réwnanie:

0 0
®3(8) 1/2
1
f'e=q0L£ ng(a) o = g, L Li)lz ,
®,4(&) 1/2
Log(2) ] —L/12)
czyli
F, =0 F :qu M, =-—q,L
L ly T ptomr T ooy
1
FjX:O,FJy—EqOL, Mj__quL'

4.7. SILY WYWOLANE OBCIAZENIEM TERMICZNYM

Oddziatywanie temperatury na elementy ramowe moze wywota¢ ich wygiecie. Dzieje
si¢ tak wtedy, gdy pole temperatury w przekroju nie jest jednorodne. W kratownicy wygiecie
pretow nie powodowato powstania sit weztowych, gdyz elementy kratowe potaczone sg z
weztami przegubowo. Prety konstrukcji ramowych moga wywota¢ obrot wezta, musimy

zatem wyznaczy¢ sity przyweztowe w elemencie poddanym dziataniu nierownomiernego pola

temperatury.
ylk ylk
At, !
: Ve
G 0 TR - h
I l Y4
S S VR
' wilokna dolne '
Rys.4.12
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Rozwazmy element, ktérego wtokna ,gorne” doznalty dziatania przyrostu
temperatury Atg, a wiokna ,,dolne” przyrostu temperatury Aty (Rys.4.12). Pole temperatury

zapisa¢ mozna nastgpujaco:

4.60
At(x,y):AtO(x)+%Ath(x), (4.60)
. 1 ) e
gdzie At = E[Atd Yg + Aty Yq ] jest przyrostem temperatury wtokien srodkowych,
Aty = Aty —Aty - roznicg temperatur pomigdzy skrajnymi wioknami elementu, h -

wysokos$cig przekroju, Yq - odlegloscia srodka cigzko$ci przekroju od wiokien dolnych, yq -
odlegloscig srodka cigzkosci przekroju od wiokien gornych.

Odksztalcenia witokien elementu wywotane polem temperatury sg rowne:

ou(y) = aut(y) = o 8ty + 86, Y. o)

gdzie oy jest wspotczynnikiem rozszerzalnosci termicznej materiatu.

Przy braku swobody odksztatcen preta, powstaja wewnatrz niego naprezenia:
e y
o, = —Ee, = -0 E| At, + At ) (4.62)

ktorych wypadkowymi sg sity wewngtrzne:
At
N =[o,dA=—o,E AtojdA+ijdA . (4.63)
A A A

Poniewaz druga z catek wystepujacych w rownaniu (4.63) jest momentem
statycznym wzgledem osi Z a ta przechodzi przez $rodek ciezkosci przekroju musi by¢ zatem
rowna zeru. Otrzymamy wigc:

N, (X) = —a, At (X) EA, (4.64)
tak samo jak w przypadku preta kratownicy.

Druga z sit wewnetrznych, ktéra wywoluja naprezenia termiczne jest moment
Zginajacy:

Mt(x):_[—o-x(x)ydA:atE Ato(x)_[ydA+A—::'Iy2dA . (4.65)
A A A

Pierwsza calka w tym rownaniu musi rownaé sie zeru podobnie jak poprzednio w

réwnaniu (4.63), a druga jest momentem bezwtadnosci przekroju obliczonym wzgledem osi
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srodkowej. Mozemy zatem zapisa¢ réwnanie momentu zginajagcego wywotanego
naprezeniami termicznymi:

_ o, Aty (X) E3 (4.66)

M, (x) o .

gdzie J, = J. y?dA jest momentem bezwladnosci przekroju elementu wzgledem osi z
A

przechodzacej przez srodek cigzkosci przekroju.

Sity przyweztowe obliczymy podobnie jak poprzednio (p.4.6), stosujac zasade prac

wirtualnych:
L
(ue)Tf o= I[s(x)]Tttdx , (4.67)
0
gdzie
N, (x)
t=| o© (4.68)
M, (x)

jest wektorem sit wewnetrznych wywolanych temperaturg. Zerowy wyraz w drugim wierszu
tego wektora wynika stad, Ze temperatura nie wywoluje sit poprzecznych w elementach.
€(X) - jest wektorem gradientow przemieszczen:

du,

dx
duy

8(X): d_y = Bue, (4.69)
de
L dx |

B - jest macierza pochodnych funkcji ksztattu:
B=[B, B]. (4.70)

Na podstawie rownan (4.52) obliczymy

1

le'(é) 0 0

B,(x) = 0 %603'(@) 035'<§) ,
1 1

] 0 F(D3 (E.)) I(DS (é)_

(4.70)
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Bj(x): 0

gdzie coi(i), (Di'(i), (Di"(i) (i = 1,2...6)) sa bezwymiarowymi funkcjami podanymi w

Blad! Nie mozna odnalez¢ zrédla odwolania..

Na podstawie réwnania (4.67) wyliczymy sktadowe wektora sit weztowych:
L
=[BT t,x. (4.72)
0

Po wstawieniu do réwnania (4.72) macierzy (4.71) otrzymamy:

3

- Ao (E)at(E)d
=
h_E I Py '(i)Ath(é)dé
L5
T J s (€)At(g)de
fe-af , (4.73)
- Af 0, (E)aty(2)d
L5
S = [oa(@)At(g)de
él

gdzie &; i &, sa bezwymiarowymi wspotrzednymi poczatku i konca przedzialu dziatania

obcigzenia termicznego (Rys.4.13).

y
r @é — Dey,
ix > D Jx >
A /
M\A F, F, M,
xl
—— .|
!
L Ll
& =x/L &, =x,/L
Rys4.13
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W przypadku, gdy obcigzenie termiczne jest state i dziata na cata dtugo$¢ elementu

otrzymamy z (4.52):

- (4.74)
=oE —Azt .

Rownanie (4.52) czy tez (4.53) opisuje sity wewnetrzne dziatajace na element. Gdy
tworzymy wektor obcigzen konstrukcji nalezy wigc odja¢ skladowe tego wektora od

odpowiednich sktadowych wektora globalnego.
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