STATYKA PLYT CIENKICH

Plyty sa jednym z cze¢$ciej] wykorzystywanych elementow konstrukcji. Spotkac je
mozna niemal w kazdej budowli lub konstrukcji mechanicznej. Geometryczny ksztatt ptyty
zdefiniowa¢ mozna podobnie jak tarczy (rozdz.VI), réznica dotyczy jednak sposobu
obcigzenia. Ptyty obcigzone sg obcigzeniem normalnym do swojej powierzchni, co wywotuje
ich zginanie, nieobecne przy deformagji tarczy.

Analityczne metody wyznaczania ugie¢ 1 sit wewnetrznych w  ptytach
zapoczatkowaty prace Eulera, Bernuliego, Germain, Lagrange'a, Poissona, Naviera, ktore
powstaty na przetomie XVIII 1 XIX wieku [16]. Literatura po$wigcona teorii plyt jest
niezwykle bogata, zainteresowanym poleci¢ mozna m.in. ksigzki [9], [11], [18].

Metodami analitycznymi (przede wszystkim metoda szeregéw Fouriera) uzyskano
rozwigzania wielu waznych zagadnien statyki i dynamiki plyt, zawodza one jednak przy
problemach o zlozonych warunkach brzegowych lub w przypadkach skomplikowanych
ksztattow plyt. Uniwersalng metoda okazata si¢ tu metoda elementéw skonczonych, ktora
dostarcza rozwigzan przyblizonych, ale dostatecznie dokladnych dla zastosowan

praktycznych.

7.1 PODSTAWOWE ZALOZENIA | ROWNANIA KLASYCZNEJ TEORII PLYT

Przyjmiemy, ze plyty, ktérymi bedziemy si¢ zajmowali spetniaja zalozenia
klasyczng teorii ptyt cienkich [18]:
a) grubos¢ plyty jest mala w poréwnaniu z jej pozostatymi wymiarami;
b) ugigcia ptyty sa mate w porownaniu z jej gruboscia;
C) ptaszczyzna srodkowa plyty nie ulega odksztalceniu,
d) punkty lezace na normalnych do ptaszczyzny $rodkowej przed odksztalceniami, lezg na
normalnych do powierzchni srodkowej po odksztaltceniu;
€) naprezenia normalne do plaszczyzny ptyty moga by¢ pominigte.
Z punktu d) tych zatozen wynika, ze przemieszczenia punktéw lezacych wewnatrz

plyty zmieniajg si¢ liniowo na jej grubosci (Rys.7.1):

oW oW
= -/ = -/ = . (7'1)
Uy =2 Uy =20 U, W(X,y)
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VVX

Rys.7.1

Odksztatcenia wyrazg si¢ wiec zalezno$ciami:

du o*w ou o? du, Ou o*w
y X:—z—z,gy:—y:—z—\év,yxy: Xy —2L - 27 : (7.2)
OoX OX oy oy oy  0OX oxoy

Wektor odksztatcenia mozna zatem przedstawi¢ w postaci:

g = -z 0w(x,y), (7.3
gdzie wektor d jest wektorem operatorow rozniczkowych:

axx 82 82 82
0= 8yy ,a@xxza7, 8W:W, 8xy: 8x8y'

20,

Zatozymy plaski stan napr¢zenia w plycie, stad wektor naprezenia wyznaczy¢ bedzie
mozna nastepujaco:
o =D g =-zD dw(xy), (7.4)
gdzie D jest macierzg statych sprezystych okreslong dla PSN:

1 v O
E
D= slv 1. 0 |
1-v 0 0 1-v
2
Wprowadzimy teraz pojecia sit wewnetrznych (momentéw i sil poprzecznych -
Rys.7.2):
h/2 h/2 h/2
M, = joxzdz, M, = _[csyzdz, M,, = Irxyzdz,
—hi2 ~hi2 —hi2
h/2 h/2 (7.5
Q= [1edz, Q = [r,dz.
—hi2 —hi2
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. z
a) naprezenia I plaszczyna $rodkowa

X

b) sity wewnetrzne

dx

Rys.7.2

Rownowaga infinitezymalnego elementu ptyty pokazanego na Rys.7.2b prowadzi do

uktadu rownan:
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X + oy +q(x,y) =0,
M, My (7.6)
+ =Q,,
OX oy
oM oM
. G A Q, .
OX oy y
Po wykonaniu catkowan (7.5) przy uwzglednieniu (7.4) otrzymamy:
M D( d?w N azw]
= — E——— Vv ,
X 8)(2 ayz
o’w  *w (7.7)
M, =-D 8_2 + Va—z ,
M, ——D(1-v) W
i v oxoy
gdzie D oznacza tzw. sztywno$¢ ptytowg zdefiniowang rownaniem:
3
D= L (7.8

12(1-v?)’

Z dwoch ostatnich roéwnan (7.6) otrzymujemy zwigzki okreslajace sity poprzeczne:

(@3W 83Wj
Qx =-D| —% ’

e Oxoy? (7.9
Q :—D( 0w +63—Wj.
y ox?oy oy
Podstawiajac sity poprzeczne do pierwszego z rownan (7.6) otrzymamy:
o*w o'w  d'w a(xy) (7.10)

ox* +26x26y2 " oy* D

Jest to biharmoniczne czastkowe rownanie rézniczkowe, ktore powinna spetniaé
funkcja ugiecia W(X,y)w obszarze plyty. Na krawedziach plyty powinny by¢ spelnione
warunki brzegowe:
a) w=0, Z—an = 0 - na krawedzi utwierdzonej,

2
W
b) w=0, P 0 - na krawedzi swobodnie podparte;j,
n

¢) My =0, V,, =0 - na krawedzi swobodne;j.
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W warunkach tych n oznacza kierunek normalnej do krawedzi a V, jest silg
zredukowang wprowadzong w 1850 r. przez Kirchhoffa [18]. Sifa ta laczy wptyw momentu
skrecajgcego My oraz sity poprzecznej Qn na brzegu swobodnym (Rys.7.2b):

M a?’_w+( ) 0w (7.12)
0s on® onos® |’

Vn: Qn

gdzie n oznacza kierunek normalng do brzegu, a s stycznej do brzegu ptyty.

Ta modyfikacja warunkow brzegowych okazata si¢ niezbedna, gdyz réwnanie
czwartego rzedu (7.10) nie moze spetnia¢ na brzegu trzech warunkow, ktore wynikajg z
wymogow znikania naprezen na swobodnym brzegu:

Mps= 0, Mp =0, Qn = 0.
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1.2. TROJKATNY ELEMENT SKONCZONY PLYTY CIENKIEJ

Pokazemy teraz sposob konstruowania macierzy sztywno$ci elementu trojkatnego

plyty cienkiej (Rys.7.3).

a) przemieszczenia weztow

ZA

A

\(Q“
/

Rys.7.3

Wprowadzimy tez kilka wygodnych oznaczen:

- W(X,y) - oznacza przemieszczenia powierzchni srodkowej elementu;

- 0, = 6_y - jest katem obrotu elementu wokot osi X;

oW
- Py =T jest katem obrotu elementu wokot osi Y.
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Wezet elementu plytowego jak wida¢ na Rys.7.3 ma trzy stopnie swobody. Zatem

wektory przemieszczen weztowych elementu w ukladzie lokalnym zapisa¢ mozna

nastepujaco:
Wi Wi Wi

Ui=]0i |, Uj=]0x [ Uk=|Pu | (7.12)
Piy Py Py

a wektor przemieszczen elementu:

u’

ut=|u" |. (7.13)
u'y

Sity weztowe skierowane s3 analogicznie do przemieszczen (Rys.7.3b), stad

analogiczne oznaczenia wektorow sit weztowych:

Q Q Qx
Fi=] M |2 B = | M| The=| Mg |- (7.14)
Miy Miy Miy
Wektor sit weztowych elementu zapiszemy zatem nastepujaco:
f,
f.e: flJ . (715)
'y

Powierzchnia odksztalconego elementu aproksymowaé bedziemy wielomianem

trzeciego stopnia zaproponowanym przez J.LTocheraw 1962 r.:
— 2 2 3 2 2 3 _
W(X,Y) =8y +3,X+ay+a,X" +asXy+agy” +a;x" + 3-8()( y+Xy )+ QY = (7.16)

= nTa1

gdzie
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1 ay
X a,
y as
x? a,
n= Xy , a=|asg |.
y? ag
x3 a,
X2y +xy? ag
L y® ] | 89

Wspoétczynniki a; ... ag funkcji w(x,y) wyznaczymy z warunkéw brzegowych w

weztach i, J, ki

WXL Yi) =W, 0, (X, Yi) = @iy @y (X, Y1) =@y,
WX, Y5) =W, 0, (X, Y)) =05, 0y (X,Y) =05y,
W(Xis Vi) = Wi @4 (X, Vi) = @i @y (X, Vi) = @iy -

Po wyliczeniu katéw obrotu otrzymamy:

oW(X,

= W(a);/ ) :a3+a5x+2a6y+a8(x2+2xy)+3a9y2,
ow(X,Y)

oy =—[a2+2a4x+a5y+3a7x2+a8(2Xy+y2)]-

(7.17)

(7.18)

Wstawimy teraz rownania (7.16) i (7.18) do warunkéw brzegowych (7.17)

otrzymujac:

Ma=u'",

gdzie M jest macierzg kwadratowa zalezng od wspotrzednych weztow elementu.

a & a a8 a & 3 a0
1 0 O0 0 0 0 O 0 0
0O 0 1 0o 0 0o o 0 0
o0 <170 o oo o 0 0
1 % 0 x 0 0 0 0
M=| 0 0 1 0 x 0 0 X2 0
0 1 0 % 0 0 _3 0 0
1 Yo oo xgo XY yE o BVt XY Ve
0 0 1 0 X 2% 0  xZioxy, 3y2
0 -1 0 -2 Y 0 -3¢ -2¢y-vi O

W
Qix
Piy

Pix
iy
Wik
Prx
Pry

(7.19)

(7.20)
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Rozwigzanie rownania (7.19) przedstawi¢ mozna nastepujaco:

a=M"1u® (7.21)

gdzie M jest macierza odwrotna do M. Znalezienie macierzy M™ jest mozliwe wtedy, gdy

detM = O (por. dodatek nr 1), co nie zawsze ma miejsce w naszym zadaniu, gdyz

detM = x?yE(Zxk + Y - X ) (7.22)

Oznacza to, ze w przypadkach, gdy wierzchotek k elementu znajduje si¢ na prostej o

rownaniu y = x; —2x, to macierz M staje si¢ osobliwa. Problem rozwiazuje si¢ wowczas

przez zmiang lokalnego uktadu wspoétrzednych.

Obliczymy teraz wektor odksztalcenia okreslony rownaniem (7.3)

(7.23)
g=-zowW(X,y)=—zon'M "u*=-zB"M "u*®

gdzie B*=0 nT jest macierzg prostokatna, ktorej sktadowe sg rowne:

0002006x 2y O
00002 0 2x 6yl (7.24)
00020 0 4x+y) O

B*=|0
0
Poréwnujgc rownanie (7.23) z definicjg macierzy geometrycznegj B, otrzymamy

B®=-zB*M . (7.25)

Mozemy zatem wykorzysta¢ definicje macierzy sztywnos$ci zawartg w rGwnaniu:

h/2
K= [(B®)' DBV =(M*)' [22dz[(B*) DB"dA M~*=
v ~h2 A (7.26)
Eh° A
o) V)( )TJ( ‘)'DB'dA M.

Po oznaczeniu catki wystepujacej w tym rownaniu przez K* i wykorzystaniu

definicji sztywnos$ci ptytowej mamy:

K -e= D(M 71)T K *M -1 ) (727)

Po wykonaniu mnozen macierzowych pod znakiem catki w rownaniu (7.26) mamy

K*e_E , (7.28)
1
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gdzie

00O 0 0 0 0 0 0
00O 0 0 0 0 0 0
00O 0 0 0 0 0 0
000 4 0 4y 12x 4y +xv) 12yv
000 O 2(1-v) 0 0 4 x+y)(1-v) 0
S=|0 0 0 4v 0 4 12xv 4 yv+X) 12y
000 12x 0 12xv 36x° 12y +x?) 36xyv
3y? +4xy +3x? )+
0 0 0 4y+xv) 4x+y)(1-v) 4y+X) 12<xy+x2v) 4( ) 12<y2v+xy)
—8\/(x2 XY+ y2)
000 12y 0 12y 36xyv 12(y?v+ ) 36y
Przy obliczeniu catek funkcji wystgpujacych w rownaniu (7.28) pomocne okazg si¢
zwigzki:
1
A

_[di =%xj yk(xj +xk),
A

1
A (7.29)

JdeA :1—12xj yk(szerjxk +x|f),
A

_[xydA :2—14xjy,f(xj +2xk),
A

1
[ y?da =5 Vi
A

Macierz (7.26) okreslona jest w lokalnym uktadzie wspotrzgdnych. Musimy zatem
transformowac ja do uktadu globalnego zgodnie z zalezno$cia:
K®=R°K"*(R®)".
Macierz obrotu elementu R ©jest réowna:

R;

R = R, , (7.30)
R k
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gdzie R;, R;j, Rk sa macierzami obrotu weztéw. Gdy we wszystkich weztach uzywamy tego
samego uktadu wspotrzednych (tak byto w tym rozdziale) mozna uzy¢ tylko jednej macierzy

obrotu: Rj =R, Rk=R;j,

1 0 O
R,=|0 ¢ -s|, (7.31)
0 s c

gdzie c=cosa, S=sna, o jest katem migdzy osiami X uktadu globalnego i osig X uktadu
lokalnego (Rys.7.4). Warto$¢ 1 w pierwszym wierszu macierzy R; jest konsekwencjg faktu, ze

osie Zi zsg rownolegte.

Rys.7.4

Element trdjkatny, ktérego macierz sztywnosci otrzymaliSmy, odznacza si¢ pewna
wygodng cecha, mianowicie bardzo latwo dyskretyzuje si¢ przy jego pomocy plyty o
dowolnych ksztattach. Element ten w potaczeniu z elementem trojkatnym tarczy moze byc
uzyty jako element powtoki (por. [12]).

Element o innych ksztaltach (prostokatne lub dowolne czworokaty) oméwione sg w

ksigzkach Bathego [1], Zienkiewicza [19],[20], Rao [13], i Rakowskiego [12].
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