Kwadratury Gaussa

Porownujgc formuty kwadratur:

b
f(x)dx ~ béza ' (a) + f (b)] — wzor trapezow,

: i
F(X)0x ~ b;Ga f (a) + 4f (a%b} f(b)} — wz6r Simpsona,

a

b n
J f(X)dx ~ (b— a)ZCi f (x) —wzory Newtona- Cotesa,
a i=1

w ktorych odleglosci miedzy weztami aproksymacji sq state: xi+1= Xi+h, dochodzimy do wniosku, Ze mozna podwyzszy¢
stopien wielomianu aproksymujgcego odpowiednio wyznaczajqc xi. Wzor kwadratury z uzmiennionymi wartosciami X;
nazywamy kwadraturq Gaussa.

Biorgc dwupunktowy wzor Gaussa mamy:

f(X) & 8g + X+ 8X° + 83X

b b
[ F (0~ [ (a9 +apx+ ap +apC)dx = Gy f (04g) + C, ()

Po wykonaniu catkowania i podstawieniu wartosci wielomianu zamiast f(x) otr zymany:.
b

b
J. f (X)dx ~ {a0x+%a1x2 +%a2x3 +%a3x4} = C(8y +apq + 3% +asX") + Co(@y + 8% + ByXo” + 85X,"),

a



czyli:
ag(b—a)%ai(bz—a2)+§az(b3—a3)+%a3(b4—a4) = Cy (g + A + %2+ 85%7) + Cy (B0 + By + X2 + g%

Po uporzgdkowaniu rownania wzgledem wspotczynnikow a przeksztatcimy rownanie do postaci:
a,(b—a) +%a1(b2 —a2)+%a2(b3 _ad) +%a3(b4 _a%) =
89(C1+C2) +a(Cpg + CoXo) +8p(Cpx” + %) +85(Cpg” +Coxp),

Porownujgc wartosci przy jednakowych wspotczynnikach wielomianu otrzymujemy nieliniowy uktad rownan.

2 .2
C1X1+C2X2:b 2a ,
3.3
C1X12+C2X22=b 3a :
4 _4

C1>(13+C2X23:b ;a ,

ktory po rozwiqzaniu daje wartosci wspotczynnikow wagowych i wspotrzednych punktow weztowych :
b-a _b-a _b+a b-a _b+a b-a

=——, Co=——, X= , Xg = — ——.
C1222X122@222«@




Standaryzujgc granice przedziatu catkowania: a = -1, b = +1 otrzymamy:

Gl G=1 x=&=— e=h=i

b 1

b—a b—a_ b+a b—ag b—a b+a
f (X)dx ~ f + dé = C & +——
£(> Zjl( 3 jcf 22( 2)

2 2

Procedura MathCada rozwiqzujqca nieliniowy uktad réwnan dla dwupunktowej kwadratury Gaussa:

Given
Cil+C2=2
Cl-£1+C2-£2=0

2
C1-£1%+c2- 2% = 3
C1-£1°+C2-£2°=0

1 1
1 1
Find (C1,C2, &1, £2) — V3 A3
3 3

YERRE

3 3




Wspbétrzedne punktow weztowych kwadratury Gaussa sq pierwiastkami wielomianoéw Legendra
Wielomian Legendra stopnia drugiego, L2(x) daje wspotrzedne weztéw dwupunktowej kwadratury:

L2(x) =3-x*>—1

L2 (x) solve,x — 0.5
L2 (x)
(%]

[

“I5

\\ /
—0.5 /
1 ~0.5 0 0.5 1

X

Gdy znane sq wspotrzedne punktow Gaussa (&1 1 £2) mozna znalezé wspotczynniki
wagowe C1 1 C2 rozwiqzujqc uktad réwnan liniowych M*C = b:

ORIGIN =1

(1 1 j (2j (1j

&= M= b = C = Lsolve(M,b) C=

\/3 s & 0 1
3

1%




Procedura MathCada rozwiqzujqca nieliniowy uktad réwnan dla trojpunktowej kwadratury Gaussa:

Given

C1+C2+C3=2
Cl1-£1+C2-£2+C3-£3=0
c1-¢1%2+c2-£22+c3-¢3% =

c1-¢12+c2-e23+c3-¢3° =

vl @ wln

c1-e1* v c2- 2%+ c3.¢3% =

C1-£1°+C2-£2°+C3-£3° =0

Find (C1,C2,C3, £1, €2, £3) —

8 8 > 2 2 2
9 9 9 9 9 9
> > 8 8 > >
9 9 9 9 9 9
2 2 > 2 8 8
9 9 9 9 9 9
. . J15 /15 /15 /15
5 5 5 5
NECIREVEC I VA INET
5 5 5 5
Vs W15 V15 15 .
5 5 5 5




Wielomian Legendra stopnia trzeciego, L3(x) daje wspotrzedne wezlow tréojpunktowej kwadratury Gaussa:

L3(x) = 5.x> - 3.x

L3(x) solve,x —

|
m‘ﬁ “ﬁ o
=
v Ui
(o)
(V2]

LN
[N\

Wyznaczanie wspotczynnikow wagowych Ci

—/15 i ) )
> ! ! ! 0.555556
5:: (%] M = 51 52 53 b = ° NCW\:: LSOLVQ(M,b) C-|0.888889
2
V1 (a)® (&2)° (&8)° 3 0.555556
5



Wielomian Legendra stopnia 5, L5(x) daje wspoétrzedne wezlow 5-cio punktowej kwadratury Gaussa:

L5(x) = 63-X° —70-x°> + 15-x
0
15
0.5

0
vb:=L5(x) coeffs —

~70 L5 (x) /\ \ /

@ \

) 8
: / \J
—0.5/

. . Co. . -1
Pierwiastki wielomianu L5(x): 1 ~0.5 0 0.5 1

¢:= polyroots (v5) ¢ - (-0.90618 -8.538469 © 0.538469 ©.90618) X

Wyznaczanie wspotczynnikow wagowych Ci

[ 1 1 1 1 1 ] 2
0.236927

& & &3 &4 &s °
2 0.478629
n=|(a)?® (&2)° (&)° (a)° (&)° b=|3 C:=Lsolve (M, b) c=|0.568889
(@)’ (2 (&)’ (@) (&) @ 0.478629
2 0.236927

(a)* (@)* (2)" (4)* ()] <



Wielomian Legendra stopnia 9, L9(x) daje wspotrzedne weztow 9-cio punktowej kwadratury Gaussa:

L9(x) = 12155-x° — 25740-x  + 18018-x" — 4620-x° + 315-x

315

-4620

v9 = L9(x) coeffs — ° L9 (x) /\

9 /\
w2 \/

—25740 -0.5
(%]

12155

Pierwiastki wielomianu L9(x): X
&= polyroots (v9)

§T = (-0.96816 -0.836031 -0.613371 -0.324253 © 0.324253 0.613371 ©0.836031 0.96816 )



Wyznaczanie wspolczynnikow wagowych kwadratury Gaussa gdy znane sq wspotrzedne
punktow weztowych - pierwiastki wielomianu Legendra

ORIGIN = @
- i 1- (- : , . C
M9 (1,7) =(&) m(a,b) = . - funkcje tworzqce wspoitczynniki uktadu réwnan
a—+

M:=matrix (9,9,M9) - macierz uktadu réwnan

0 1 2 3 4 5 6 7 8
0 1 1 1 1 1 1 1 1 1
1 -0.968 -0.836 -0.613 -0.324 0 0.324 0.613 0.836 0.968
2 0.937 0.699 0.376 0.105 0 0.105 0.376 0.699 0.937
M=13 -0.907 -0.584 -0.231 -0.034 0 0.034 0.231 0.584 0.907
4 0.879 0.489 0.142 0.011 0 0.011 0.142 0.489 0.879
5 -0.851 -0.408 -0.087 | -3.584-10-3 0 3.584°10-3 0.087 0.408 0.851
6 0.824 0.341 0.053 1.162°10-3 0 1.162°1073 0.053 0.341 0.824
7 -0.797 -0.285 -0.033| -3.769:10-4 0 3.769:10-4 0.033 0.285 0.797
8 0.772 0.239 0.02 1.222:104 0 1.222:104 0.02 0.239 0.772

b:=matrix(9,1,m) - wektor prawej strony

bT =(2 © 0.666667 © ©.4 © 0.285714 © 0.222222)

C:=Lsolve (M, b) Wspolezynniki wagowe C; oraz wspotrzedne & 9-cio punktowej kwadratury

CT = (0.081274 0.180648 0.260611 ©.312347 ©0.33024 0.312347 0.260611 0©0.180648 ©0.081274)

§T = (-0.96816 -0.836031 -0.613371 -0.324253 © 0.324253 0.613371 ©0.836031 0.96816 )









